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变 分 学 (calculus of variations) 差不多 和 微 积 分 同时 诞生 , 至 今 已 有 三 百 多 年 
的 历史 . 它 曾 是 大 学 数学 系 本 科 的 必修 课程 , 安排 在 学 完 微 积分 和 常 微分 方程 之 后 
讲授 , 主要 内 容 是 把 变 分 问题 的 求解 化 归 为 微分 方程 . 然而 只 有 很 少 几 类 常 微分 方 
程 能 够 把 解 显 式 地 写 出 来 , 因此 能 够 深入 研究 的 变 分 问题 是 很 有 限 的 . 过 去 半 个 多 
世纪 , 这 门 课 在 许多 学 校 逐渐 地 被 削减 、 合 并 , 直至 分 散 到 其 他 课程 中 去 了 . 
然而 变 分 学 与 许多 数学 分 支 有 紧密 的 联系 , 在 Hilbert 的 23 个 问题 中 就 有 3 
个 问题 属于 变 分 问题 , 足以 表明 其 重要 性 . 变 分 问题 又 直接 来 源 于 力学 、 物 理 、 经 
济 、 控 制 、 工 程 等 学 科 . 特别 是 自 20 世纪 70 年 代 以 来 ,有 限 元 方法 和 最 优化 技术 
使 得 变 分 极 值 问题 得 以 数值 求解 , 明显 地 提高 了 变 分 学 在 应 用 数学 中 的 地 位 . 
近 几 十 年 来 , 变 分 学 不 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 中 都 有 了 重大 的 发 展 . 国内 外 数 
学 界 都 已 经 注意 到 在 数学 系 本 科教 学 中 没有 变 分 学 不 能 适应 学 科 发 展 的 要 求 . 至 
于 怎样 弥补 不 足 , 则 尚 在 探索 之 中 . 本 书 就 是 在 这 种 背景 下 的 一 种 尝试 . 
作者 分 别 于 2006 年 与 2010 年 在 北京 大 学 数学 科学 学 院 为 高 年 级 本 科 生 和 低 
年 级 研究 生 讲授 了 一 门 “ 变 分 学 ”课程 , 并 按照 下 列 三 条 原则 来 组 织 教学 内 容 : 
1. 既 要 讲 经 典 理论 , 也 要 讲 近代 变 分 理论 和 它 的 现代 发 展 , 根据 研究 问题 的 不 
同 层次 逐步 深入 . 
2. 最 经 常用 到 的 理论 和 方法 作为 重点 . 
3. 面向 全 院 各 专业 (包括 基础 数学 、 计 算数 学 、 统 计数 学 、 信 息 数学 与 金融 数 
学 ) 的 学 生 . 


我 们 要 求 听课 的 学 生 除 了 学 过 “三 高 ”( 数 学 分 析 、 高 等 代数 、 解 析 几 何 ) Sb, 还 需 
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具备 常 微分 方程 、 实 变 函 数 、 泛 函 分 析 、 微 分 几何 、 数 学 物理 方程 等 方面 的 预备 
知识 . 

整个 课程 分 三 个 阶段 : 经 典 变 分 学 、 解 的 存在 性 与 正则 性 、 专 题 选 讲 , 后 者 涉 
及 变 分 学 的 现代 发 展 . 本 书 不 但 介绍 变 分 学 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 , 而 
且 还 通过 大 量 列举 正 例 和 反例 来 前 述 这 些 内 容 : 界定 新 概念 的 内 涵 与 所 建立 理论 
和 方法 的 适用 范围 . 在 前 两 个 阶段 的 每 讲 之 后 附 有 习题 , 帮助 巩固 学 过 的 内 容 . 

本 书 是 在 授课 讲义 的 基础 上 整理 编写 而 成 的 . 

由 于 这 门 课程 的 开设 尚 在 探索 之 中 , 其 内 容 之 选取 、 深 浅 之 掌握 都 不 成 熟 , 加 
之 作者 学 识 所 限 , Bi, RE ZALES, 热忱 欢迎 读者 批评 指正 . 

作者 感谢 高 等 教育 出 版 社 的 赵 天 夫 编辑 和 陆 珊 年 编辑 . 他 们 细心 的 阅读 和 校 
对 以 及 提出 的 宝贵 意见 为 本 书 增色 不 少 . 
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第 一 讲 ” 变 分 学 与 变 分 问题 
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变 分 学 是 数学 分 析 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 是 一 门 与 其 他 数学 分 支 密切 联系 、 
并 有 广泛 应 用 的 数学 学 科 . 例如 : 

o 大 量 重要 的 数学 物理 方程 , 弹性 、 塑 性 力学 中 的 微分 方程 , 生物 薄膜 方程 ， 
几何 中 的 微分 方程 等 都 是 泛 函 的 Euler 方程 . 

© 最 优 控制 理论 问题 是 一 类 与 传统 不 同 的 带 有 约束 的 变 分 问题 , 在 工程 控制 
和 经 济 学 理论 中 经 常 出 现 . 

此 外 , 智能 材料 、 图 像 处 理 、 最 优 工程 设计 中 也 出 现 大 量 新 型 的 变 分 问题 . 

o 变 分 方法 是 证 明 椭 圆 型 偏 微分 方程 解 的 存在 性 的 主要 方法 , 它 已 成 为 偏 微 
分 方程 理论 的 重要 组 成 部 分 . 变 分 学 与 偏 微分 方程 关系 之 紧密 可 以 从 Hilbert 第 
19 问题 与 第 20 问题 中 看 出 . 

o 偏 微分 方程 的 数值 方法 , 特别 是 有 限 元 方法 直接 来 自 变 分 问题 . 最 优化 技术 
的 发 展 使 得 变 分 极 值 问题 可 以 直接 数值 求解 . 

o 拓扑 学 与 变 分 学 的 结合 产生 了 一 个 新 的 分 支 一 一 大 范围 变 分 学 , 也 市 来 了 
临界 点 理论 的 大 发 展 . 特别 是 Morse 理论 建立 了 分 析 与 拓扑 学 的 联系 , 成 为 微分 
拓扑 学 的 一 个 重要 部 分 . Floer 同调 也 是 这 二 者 结合 的 产物 . 


© 变 分 理论 深入 到 Riemann 几何 、Finsler 几何 、 辛 几何 、 保 形 几 何等 学 科 
之 中 . 一 些 几何 变 分 问题 如 测 地 线 、 极 小 曲面 、 调 和 映射 等 的 研究 更 激发 了 许多 


.2 第 一 讲 ” 变 分 学 与 变 分 问题 


对 新 理论 (如 几何 测度 论 )、 新 方法 和 新 技巧 的 研究 . 


9 变 分 方法 在 Hamilton 动力 系统 的 周期 轨道 、Mather 集 、 混 沌 等 的 研究 中 
起 重要 作用 . 


2 作为 微分 学 与 概率 论 合并 之 后 产生 的 随机 变 分 学 (Malliavin Calculus) 成 为 
金融 数学 的 重要 部 分 . 

由 此 可 见 , 变 分 学 的 问题 、 理 论 、 方 法 已 深入 到 许多 近代 数学 包括 基础 数学 、 
应 用 数学 、 计 算数 学 、 信 息 数学 、 经 济 数学 等 领域 , 它 在 近代 数学 中 已 经 占据 了 
重要 的 地 位 . 


本 书 与 传统 的 教科 书 (例如 [LL], [El], [Ka], [GF] 相 比 , 有 以 下 特点 : 


2 在 经 典 变 分 学 部 分 重点 突出 了 极 小 点 的 一 阶 条 件 和 二 阶 条 件 . 

因为 偏 微分 方程 、 微 分 几何 、 数 学 物理 中 大 量 有 用 的 例子 都 是 多 个 变量 的 ， 
所 以 对 多 个 变量 的 情形 花费 了 一 定 的 篇 幅 展 开 讨 论 . 

> 在 经 典 理 论 部 分 增强 了 Hamilton-Jacobi 理论 与 守恒 律 两 节 的 内 容 , 因为 它 
们 在 物理 学 与 几何 学 中 都 是 极为 重要 的 . 


o 除 经 典 的 变 分 理论 外 , 我 们 着 重 介绍 了 直接 方法 与 应 用 . 直接 方法 是 近代 变 
分 理论 的 重要 组 成 部 分 , 也 是 微分 方程 解 的 存在 性 证 明 以 及 数值 计算 的 基础 . 这 
部 分 内 容 对 学 过 泛 函 分 析 初 步 的 学 生 是 能 够 接受 的 . 它 占 据 整个 课程 将 近 一 半 的 
篇 幅 . 

o 特征 值 问题 是 分 析 数 学 的 核心 内 容 之 一 , 我 们 把 它 作 为 约束 极 值 问题 存在 
性 理论 的 应 用 来 介绍 , 正好 与 泛 消 分析 相应 内 容 相 呼应 . 


此 外 , 我 们 还 对 几 个 理论 与 应 用 问题 做 了 专题 介绍 , 它们 可 以 作为 选 讲 的 内 容 . 


© 临界 点 理论 是 近 几 十 年 来 变 分 学 发 展 最 快 的 一 个 分 支 , 也 有 许多 应 用 . 特别 
是 在 微分 方程 解 的 存在 性 的 证 明 中 它 是 直接 方法 的 一 个 重要 补充 . 这 个 理论 的 内 
容 非 常 丰富 , 我 们 只 可 能 介绍 其 中 最 简单 的 一 个 定理 一 一 山路 定理 , 作为 临界 点 
理论 的 入 门 . 


o Hamilton 系统 的 周期 解 、 同 宿 轨 、 异 宿 轨 问 题 是 动力 系统 与 辛 几何 的 热点 
问题 , 在 一 定 条 件 下 可 以 用 变 分 方法 证 明 它 们 的 解 的 存在 性 . 


o 测 地 线 与 极 小 曲面 是 几何 变 分 问题 的 最 简单 的 例子 . 这 一 讲 也 可 以 看 成 是 
几何 分 析 的 一 个 导 引 . 


o 变 分 问题 的 数值 求解 主要 用 有 限 元 与 数值 优化 技术 , 而 有 限 元 方法 的 理论 


§1.2 ZÁ .3 . 


又 是 建立 在 变 分 理论 基础 之 上 的 ， 

o 可 以 根据 情况 , 再 选择 一 个 有 实际 背景 的 问题 , 如 最 优 控制 问题 、 图 像 处 理 
问题 , 以 了 解 变 分 问题 新 的 理论 与 应 用 . 这 几 讲 的 内 容 是 相互 独立 的 . 

全 书 共 分 二 十 讲 . 前 八 讲 是 经 典 的 变 分 学 , 第 九 讲 到 第 十 四 讲 介绍 直接 方法 ， 
这 两 部 分 是 本 书 基本 的 内 容 ; 从 第 十 五 讲 到 第 二 十 讲 是 一 些 专题 介绍 , 可 以 作为 选 
讲 的 材料 . 书 中 带 星 号 * 的 章节 , 初 读 时 可 以 略 去 . 


81.2 2A 


变 分 学 是 研究 泛 函 极 值 (以 及 更 一 般 的 临界 值 ) 的 一 个 数学 分 支 . 

一 般 地 , 人 们 把 从 任意 集合 M 到 实数 域 R 或 复数 域 C 的 映射 通称 为 泛 函 . 
但 在 变 分 学 中 , 泛 函 只 取 实 值 , 定义 域 M 是 一 个 函数 集合 , 即 了 : MOR. 

例如 , HHO CR" 是 一 个 有 界 开 集 ，zo € Q 是 一 个 固定 点 , F € C(O), M= 
cQ). 


I (u) = max|u(x)|, T2(u) = u(zo), T3(u) = [livu@e — F(u(z))|dx 
TEQ Q 
都 是 泛 函 . 但 不 论 取 什么 样 的 M 和 一 元 函数 f, 复合 函数 
L(u) = f(u(z)) 
都 不 是 泛 函 ! 

给 定 一 个 函数 却 e CHO x RN x RY), 变 分 学 主要 研究 如 下 形式 的 泛 函 : 

a= f iodo vue in 

Q 


其 中 M 是 连续 可 微 函 数 类 CO) 的 子 集合 , 或 者 是 某 种 广义 可 微 函 数 类 的 子 集 
A, 它 由 一 些 限 制 条 件 如 (积分 形式 的 、 逐 点 的 、 带 微分 的 、 不 带 微 分 的 ) 边 值 条 
件 和 约束 条 件 等 所 规定 . 

有 时 , 了 的 积分 中 还 可 以 含有 高 阶 导数 项 , M 也 应 做 相应 的 改变 . 


§1.3 ”典型 例子 


例 1.1 (最 速 下 降 线 ) 在 垂直 平面 上 给 定 两 点 4 = (zi,yi) 和 B= (x2, y2), 
其 中 zi < rz y > wo. 一 个 质点 沿 着 一 条 连接 这 两 点 的 光滑 曲线 仅 借 重力 下 滑 . 
设 初 速度 为 零 , 问 沿 怎样 的 一 条 曲线 滑行 时 间 最 短 ( 见 图 1.1)? 
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A(x,, y) 


图 1.1 最 速 下 降 线 


设 Ue C*[x1, £9], {(z， 2&(Z)) | LE [zt £2], u(x) = Yi, i = 1,2} 是 连接 A,B 
的 一 条 曲线 . 因为 有 
Lae = mgh 
< ds 


v= dt’ 
所 以 
v = y 2g(yı — u(z)), 
以 及 
ds 1+ [u (x)|? 
dS ee 
Sy Bala = ule) 
总 时 间 
PP [EOR 
raf = zl yı — u(x) “ 
A 
M = {u € O} (|z1, £2)) | u(z:) = yn i = 1, 2}, 
则 映射 


M-R, wT 
fi—t “ZR” 这 里 u 是 自 变量 , T=T(u) BASS. 我 们 要 在 M PR u 以 使 
了 达到 极 小 . 口 
例 1.2 ( 测 地 线 ) 在 单位 球面 S = {(z1, 22,23) € R| Dj r? = 1} 上 给 
定 两 点 Po = (x?, 29, 28), Pi = (x1, x1, x1), 求 连接 这 两 点 的 弧 长 最 短 的 曲线 . 


§1.3 ”典型 例子 BBs 
我 们 采用 球面 坐标 v = (8, p) € [-4r, ir] x [0, 277), W 


zı = X1(v) = cos 0 cos y, 
T2 = Lo(v) = cosOsiny, 
L3 = £3(v) = sin ð, 


确定 出 = (0, °), WE Pi = (21(v'), z2(v'), z3(0*)), i = 0,1. 
w M = {v e C!([0,1], [-3, 3] x [0,27)) | v(i) = v,i = 0,1}, M Yv € M, 


u(t) = (z1 (v(t)), z2(v(t)), za(v(t))) (t € [0,1]) 是 连接 Po, Py 两 点 的 曲线 . 
这 曲线 弧 元 的 平方 是 


ds? = dz? + dz? + dz? = dé? + cos? Ody? = (6’(t)? + cos” A(t)y' (t))dt?. 
故 弧 长 二: M 一 以为 


rae | E | AOE) + cos? O(t) p(t)2) dt. 


MK L 是 曲线 函数 v(t) = (O(t), p(t)) 的 泛 函 . 我 们 要 在 M 中 求 出 一 个 函数 
v(t) = (A(t), p(t)) BIZ ES L(v) 达到 极 小 值 . o 


例 1.3 ( 极 小 曲面 ) 在 空间 R 中 给 定 一 条 Jordan MAT, 能 否 找到 一 个 盘 
状 的 曲面 9 张 在 工 上 使 其 面积 达到 极 小 值 ? 用 参数 方程 描写 S: (w,v) ZH 
(z,y,z): D > Rs, 其 中 DCR? 是 单位 圆 , 2 + v? <1, 


t= z(u,v), 

y = y(u, v), 

2 (WV 
这 曲面 的 面积 是 


A(Z) = I |Zu X Z,|dudv 
D 


= f (LuYy — Yuly)? + (Yury — ZuYv)? + (ZuTv — Ly%y)*dudv. 
D 


面积 4 是 曲面 函数 2 的 泛 函 . 我 们 要 在 Zlap ST RW AE PR 4 的 极 小 值 ， 
即 取 
M = {Z € C (D, R°) | Zap =T}, 


求 向 量 函 数 Z(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) EM, 使 得 A(Z) 达到 极 小 值 ， 口 
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例 1.4 (特征 值 问题 与 不 等 式 ) AER” 中 的 一 个 有 界 区 域 Q. Vue (DD)， 

其 中 Hi(D) 是 边 值 为 零 的 Sobolev 空间 ( 详 见 第 十 讲 ), 我 们 定义 能 量 

E(u) = | |Vu(z)|?d 

四 = | [ule ae, 

以 及 约束 

G(u) = I ju(x)| dz = 1. 

Q 


定义 
M = {u € Hi(D)| G(u) = 1}. 


我 们 要 在 M 中 寻求 函数 wi RZA E: MOR 在 wi 达到 极 小 值 . 
和 Ai = min{ E(u) | G(u) = 1} 


称 为 第 一 特征 值 , vi 称 为 第 一 特征 函数 , 它们 在 几何 、 物 理 以 及 工程 中 都 有 重要 
的 意义 . 
许多 分 析 与 几何 上 的 不 等 式 都 可 以 提成 变 分 问题 求解 . 例如 , Sobolev 不 等 式 


N—2 


2N 
f |Vu(x)| dx < Sy (/ \u(a)|¥-2 ax) ; 
RN RN 


_2/N 
Sv = MN -2 (FW) 
我 们 可 以 把 它 化 成 在 


M = fu € Hi(RY) | 人 lu(x)|*22de = i} 


其 中 


PRZE 
I(u) = f |Vu(z)|?dz 
RN 
的 极 大 值 . 
如 其 极 大 值 是 Sv, 还 表明 Sy 是 使 这 个 不 等 式 成 立 的 最 佳 常数 . 口 


例 1.5 (薄板 的 振动 ) 弹性 ( 齐 次 、 各 向 同性 的 ) 薄板 受 外 力 振动 . (所 谓 薄 板 
是 指 板 的 厚度 h 与 其 最 小 跨度 a 之 比 h/a <1. 对 于 这 类 弹性 力学 问题 ， Kirchoff 
提出 “ 直 法 线 假设 ”, 即 薄板 在 变形 时 , 它 的 法 线 仍 保持 为 法 线 , 且 没 有 伸 长 应 变 .) 

设 一 块 薄板 占有 平面 区 域 9, 它 的 密度 是 plr, y). 用 wlay) RIE (x,y) € 
Q 处 的 位 移 . 


§1.4 ”进一步 的 例子 .了 ， 


把 内 力 与 外 力 合 在 一 起 , 其 总 效果 通过 位 能 密度 表现 出 来 . 
由 应 力 及 应 变 关 系 产 生 的 部 分 位 能 密度 依赖 于 w(x,y) 的 Hesse Aa 


fa ~~ 

Wyr Wyy l 

任何 物理 量 都 与 坐标 的 选取 无 关 , 所 以 这 部 分 位 能 密度 只 依赖 于 wzs + Wy 与 
wzztWyy 一 Wey 这 两 个 量 . 


作用 在 Q 上 的 外 力 面 密度 f(x,y) 产生 的 部 分 位 能 密度 表现 为 外 力 功 . 如 果 
略 去 作用 在 边界 OO 上 的 力 与 边界 弯曲 矩 不 计 , 那么 总 位 能 


U(w) = 人 Eo ay wyy) —2(1— u) (WerWyy 一 wzy)]+ f(z, y)w(z, u) dzdy, 


其 中 / 是 由 材料 本 身 决定 的 , PRA Poisson EE. 

若 我 们 固定 薄板 的 边界 , 即 wao = plr), 其 中 y 是 ON 上 给 定 的 一 个 函数 . 

引入 M = {w € C?(Q) | wlan = p(z)}, 则 总 位 能 U EE M 上 位 移 函 数 w 
HIZ PR. 

力学 原理 告诉 我 们 : 薄板 的 平衡 w 遵从 变 分 原理 . 也 就 是 说 , 那些 实现 总 位 能 
ZR U 极 小 的 位 移 函 数 w 是 薄板 的 平衡 位 置 . 图 


81.4 ”进一步 的 例子 
除了 典型 的 例子 外 , 还 有 一 些 问题 , 从 表面 上 看 似乎 与 泛 函 极 值 联系 不 起 来 ， 
但 经 过 一 定 的 转化 , 仍 可 归 为 变 分 问题 . 


例 1.6 (商品 的 再 投资 ) 生产 一 种 商品 , 单位 时 间 产 出 率 为 g = a(t) , 生产 增 
长 的 速度 4 与 产品 的 再 投资 的 百分比 u(t) 成 正比 , 即 


q = aug, 


其 中 a > 0 是 一 个 常数 . 因此 在 时 间 区 间 [0, T] 内 市 场 的 总 商品 量 是 
T 
Onn f (1 — u(t))q(t)dt. 
0 


已 知 q(0) = qo, 怎样 选择 再 投资 的 百分比 u(t), 以 使 市 场 的 总 商品 量 达 到 极 
大 值 ? 
在 这 个 问题 中 , 取 


M = {(u,q) € C0, T] x C*[0,T]|0 < u(t) < 1,4 = aug, 9(0) = go}. 
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(u,q) +> J(u,q) 
是 M 上 的 一 个 泛 函 . 我 们 要 在 M PRAX (u, g) 使 得 泛 函 J 达到 极 大 值 . 


这 是 一 个 最 优 控制 问题 . 其 中 u 和 9 的 地 位 是 不 平等 的 , 我 们 把 u 称 为 控制 
变量 , 9 称 为 状态 变量 , 而 J RA BERZA. 回 


我 们 说 在 变 分 问题 中 自 变量 是 “函数 ”, 但 对 于 “函数 ”的 理解 可 以 相当 广泛 . 


例 1.7 (图 像 分 割 ) 我 们 想 要 从 一 张 (可 能 有 污 损 的 ) 照片 中 查 明 人 像 的 边 
缘 . 设 此 图 形 占 有 平面 区 域 Q C R?, 用 函数 9 : 0 一 R 表示 这 图 形 . 我 们 要 寻求 
另 一 个 函数 :9 一 R, 使 之 在 人 像 的 边缘 处 与 原 图 像 尽量 吻合 , 而 在 其 余 处 尽量 
不 要 有 特殊 的 标志 . 

为 描写 像 的 边缘 , 引入 具 有 有 限 一 维 Hausdorf 测度 的 闭 子 集合 K c 
0,H (KE) < œ, 其 中 H’(K) Æ K 的 一 维 Hausdorff 测度 . 定义 


I(K,u) = f |Vu| dzdy + uf |u — g| drdy + AH! (K), 
O\K O\K 


其 中 A, u > 0 是 可 以 调节 的 参数 . 
值得 注意 的 是 : 这 里 不仅 依赖 于 函数 u, 而 且 还 依赖 于 闭 子 集 K. 虽然 这 个 
未 知 变量 天 是 一 个 闭 集合 , 不 是 一 个 函数 , 但 是 我 们 可 以 用 它 的 特征 函数 xe 来 


替代 : 
Ge 1, «eK, 
EOE Nig, ONE 


了 照样 可 以 看 成 是 依赖 于 xe 与 u 的 一 个 泛 函 . 今后 在 不 会 发 生 混淆 的 情况 下 , 我 
们 不 再 区 别 K 与 xxk. 
我 们 可 以 把 图 像 分 割 问 题 提 成 求 泛 函 I 的 极 值 问题 . 为 此 定义 自 变量 的 集合 


M = fix, u) | K CQ 是 闭 子 集 , H'(K) < œ, [vue + |u|?)dardy < co} 


其 中 Vu 按 广义 函数 的 意义 来 理解 . 
我 们 要 在 M 中 寻求 (K, u), 使 得 
I:M >R 
达到 极 小 值 . 口 


例 1.8 (调和 映射) 设 (MM,g), (N, h) 是 两 个 紧 Riemann 流 形 . 给 定 一 个 映 
St u € CIM, N), 其 微分 du € T(T*M x u-!TN) 是 乘积 向 量 从 的 截面 , 其 中 


81.4 ”进一步 的 例子 .9 . 


u-1TN 是 M 上 的 向 量 从 , EEX hou, 而 T*AM 是 M WADA. 用 局 部 坐标 来 
B: 2 = (2',---,2™), u = (ut, 


和 n=- 入 de e r a 


如 果 我 们 定义 能 量 密度 为 
Low du) = Hai DD hylla) aS, 


22 la,8=1 


dV, 为 M 上 的 体积 元 , 那么 能 量 
E(u) = f L(x, u(x), du(z)) dV, 
M 


是 映射 u 的 一 个 泛 函 . 
映射 u 本 身 也 可 以 看 成 是 一 种 “函数 取 M = Ci(M,N), 则 E:M >R. 
使 得 泛 函 EM 中 达到 极 小 值 的 映射 , 称 为 调和 映射 . 它 在 微分 几何 学 中 有 
重要 的 意义 . 口 


变 分 问题 不 一 定 只 研究 泛 函 的 极 大 值 或 极 小 值 , 也 可 以 研究 泛 函 的 其 他 临 
界 值 . 

例 1.9 (Hamilton HRA) 给 定 一 个 函数 H € CHR! x R” x R”). 用 以 
下 记号 : t= (£1, sti) p= (pi, °°: , Pn), (t,x, p) € R! x R” x R”, 以 及 
(z, P)R" = yl TiDi， 

当 x, p 都 是 t 的 (向 量 值 ) 函数 时 , 常 微分 方程 组 

f; = H,(t, x, p), 
p = —H,(t, x, p) 

PRA Hamilton 方程 组 . 


引入 M 为 C1(R!,R" x R”) 中 函数 连同 其 导数 都 是 R! 上 可 积 的 函数 类 , 并 
且 对 于 函数 H 添加 适当 限制 , 使 得 


1(2,p) =f ((é,p)me — H(t, ,pdt 


是 M 上 定义 的 泛 函 . 

显然 了 既 无 上 界 又 无 下 界 , 所 以 既 没 有 极 大 值 也 没有 极 小 值 . 但 在 下 几 讲 中 ， 
我 们 将 看 到 : 对 于 适当 的 M, 使 得 I 达到 临界 值 (又 称 为 稳定 值 ) 的 (向 量 值 ) K 
数 (x(t), p(t)) 正 是 Hamilton 方程 组 的 解 . o 
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例 1.10 (Einstein 方程 ) 在 广义 相对 论 中 , 用 空间 Rt 的 一 个 (1,3) 型 
Minkowski 度量 (g;;) 来 描写 重力 场 . 这 个 Minkowski 度量 是 取 值 于 符号 为 
(1,—1,—1,—1) 的 对 称 和 矩阵 函数 . 对 应 的 线 元 是 


ds? = >》 gidzidz7， 


tj 


设 欧 几 里 得 空间 坐标 是 (x,y,z), 时 间 坐 标 是 t, 则 (zz £?, £3) = (ct, x, 
y, 2). 在 “惯性 标 架 ” 下 , RITE 


ds? = (dx°)? — (dx')? — (dx)? 一 (dz3) 
Al, 表示 与 此 度量 相关 的 联络 . 这 时 我 们 有 曲率 张 量 


1 ( O°g; gu Ogu O? gx 
iklm = 5 aie : = enna Lae 一 ae ee 2 S Th E =p? RAN 


对 应 的 Ricci 张 量 是 


ari, ar 上 
Rik = 2 ( Aut = we) 十 3 (Tol = PT n 


数量 曲率 是 
R= 3 g* R; k= a9. 5. gO" Rak: 


ik lm 


Einstein 引入 的 作用 量 S = S(g) 由 两 部 分 组 成 : 
S = S, + Sm, 


S, = | Rag, dalida dis 


称 为 场 的 Hilbert 作用 量 场 , 它 表示 没有 物质 时 场 的 贡献 . 而 


1 
=— | A,/—det id z, 
Om -/ et(gi;) T 


其 中 A 是 由 物质 与 度量 决定 的 一 个 函数 , 它 表 示 在 场 中 物质 的 贡献 . 

在 这 里 , 度量 9 是 自 变量 , 它 是 非 退 化 对 称 (1,3) 型 的 矩阵 值 函 数 , 作用 量 
S = 5S(g) 是 g WZA. 

物质 的 运动 遵从 变 分 原理 , 即 重力 场 一 Minkowski 度量 一 一 使 得 作用 量 
9 达到 稳定 . E 


其 中 


§1.4 ”进一步 的 例子 TE 


总 之 , 变 分 问题 内 容 非 常 丰富 . 从 经 典 力学 到 规范 场 论 , 物质 运动 的 规律 遵从 
变 分 原理 . 例如 , 光线 的 折射 , 毛细 管 中 液 质 的 弯曲 , 以 及 肥皂 薄膜 张 成 的 曲面 都 是 
我 们 日 常 看 到 的 遵从 变 分 原理 的 自然 现象 . 此 外 , 从 工程 设计 到 社会 经 济 生活 , 人 
们 在 一 定 条 件 下 追求 最 快 的 速度 、 最 大 的 射程 、 最 低 的 损耗 、 最 优 的 形状 、 最 轻 
的 载体 、 最 高 的 效益 、 最 清晰 的 图 像 等 都 涉及 泛 函 的 极 值 问题 . 


第 二 讲 Euler-Lagrange 方程 


§2.1 ”函数 极 值 必 要 条 件 之 回顾 


在 研究 泛 函 极 值 的 必要 条 件 之 前 , 先 回顾 一 下 函数 极 值 的 必要 条 件 ， 设 
QC RN 是 一 个 开 集 , 又 设 函 数 f E C(O) 在 ro En 达到 极 小 值 , ME xo 的 一 
个 开 邻 域 U CO. 使 得 


f(z) 2 f(x0), Yzel. 


FÆ Yh € R"\{0}, 其 中 9 是 零 向 量 , 3e(h) > 0, 当 0 < Jel < elh) 时 , zo+eh € 
U, 有 


f(zo + eh) > f(zo), 
即 
[f(zo + €h) = f(zo)] > 0 
ee 0, 
(Vf (Zo), h)r = 0. 
而 h e R"\{0} 是 任意 的 , 所 以 


这 就 是 ze 成 为 f 的 极 小 点 的 必要 条 件 . 
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§2.2 Euler-Lagrange 方程 的 推导 


在 这 一 讲 , 我 们 只 讨论 泛 函 依赖 于 单 变量 (可 以 是 向 量 值 ) 函数 的 情形 . 对 于 
多 变量 函数 的 问题 留待 第 六 讲 去 讨论 . 现在 给 定 一 个 区 间 J = [to, ti] C R 和 一 个 
开 区 域 Q CRY. 给 定 一 个 连续 可 微 函 数 世 = L(x, u,p), Le C1(JxQ2xR*,R?), 
再 给 定 两 个 点 P, PER S 


M = {ue C'(J,O) | ulti) = P,i = 0, 1}, 
以 及 M EAE RR 
i= f L(t, u(t), ù(t))dt. 


Ru 是 了 在 M 上 的 极 小 点 , 如 果 存 在 必 的 一 个 邻 域 V (在 这 里 指 的 是 在 
M 中 按 C7(J 人 0) 拓扑 ) 使 得 : 


I(u) > I(u*), Yue MAV. 


我 们 要 在 w* 存在 的 前 提 下 , TRZA I 在 函数 u* 达到 极 小 值 应 满足 的 必 
要 条 件 . 

类 似 于 函数 极 值 问题 ,Y yp € CEJ, RY), Ci, RY) 表示 Cp ((to, ti), RY) 在 
C1(J, RNY) 中 的 闭 包 , de = e(p) > 0 使 得 当 0 < lel < ely) EI u* + ep e U, HA 


I(u* + ey) — I(u*) > 0. 
此 即 


61(u*, p) = lim (ur + ep) — I(u*)) 
-f SOL (t, u 0), i (OE) + Ly (E (E, i PO) 


N 
= f > [ Lu: (s, u*(s), u*(s))ds — Lp: (t, u* (t), o)] y' (t)dt 
Re 
2 0, l 
Vy € CECI, RY). 我 们 把 OT (u*, yp) 称 为 了 对 yp 的 一 阶 变 分 . 


Ke > 0 换 成 s < 0 相当 于 在 此 式 中 将 y 换 成 -wp, 于 是 得 到 等 式 , B 
Vy € Co(J,R™), 
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剩 下 来 我 们 要 把 这 个 积分 等 式 中 的 任意 函数 w 去 掉 , 得 到 一 个 关于 u* WK 
系 式 . 为 此 需要 下 述 引 理 . 


引 理 2.1 (du Bois-Reymond) # y € C[to, ti], E 
f b(t) :At)dt =0, YAE CLJ), 
J 

其 中 C3(J) = {ue C'(J) | ulto) = u(ti) = 0}, A) Y = const. 

证 明 c= h Sy blede HA) = fÉ (s) — c)ds, W A € CL(J). 因此 ， 

[wo -ora= | wwe dat= f vo -Ata =o. 
J J J 

因为 wh 是 连续 的 , 所 以 Y = const. 口 


于 是 我 们 得 到 


定理 2.1 hu eM e2B71 EM 上 的 一 个 极 小 点 , 则 它 满足 下 列 积 分 形 
式 的 Euler-Lagrange 方程 (简称 E-L 方程 ): 


t 
| Leuci ds a a eE o N VE 
to 


E-L 方程 是 泛 函 极 小 值 的 必要 条 件 , 显然 它 不 是 充分 的 . 
E-L 方程 的 解 是 相应 泛 函 了 的 临界 点 , 它 可 以 是 极 大 值 或 极 小 值 , 也 可 以 是 其 
他 形式 的 临界 点 . 


注 2.1 4LeCwecC 时 ,在 广义 函数 意义 下 , 积分 形式 的 E-L 方程 又 
可 以 改写 成 微分 形式 的 E-L 方程 : 


= ol a tt) 20. 
其 中 D 是 广义 导数 . 我 们 定义 Euler-Lagrange 算 子 Br 如 下 : 
(Eru)(t) = DLo(t, u(t), ù(t)) — Lult, u(t), ù(t)). 


特别 地 , 如 果 L EC? 以 及 ue C?, 那么 上 式 在 逐 点 意义 下 成 立 , 也 就 是 说 可 
以 把 DD 换 为 普通 导数 L. D 
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注 2.2 我 们 可 以 把 定理 1.1 中 的 函数 类 C1(J) 放大 一 些 ， 例 如 , 考虑 
Lipschitz 函数 类 Lip(J). AX Lipschitz 函数 是 绝对 连续 的 , 所 以 几乎 处 处 存在 导 
数 u(t), MEAZA I 中 的 积分 可 以 按 Lebesgue 积分 意义 理解 . 取 


M = {u € Lip(J,Q) |u(t;) = P,i=0,1}. 
注意 : 在 M P, V6 > 0,U = {v € Lip(J)||v(t) — u*(t)| + lolt) — u*(t)| < 
ô, a.e.t E J} 是 w* 的 一 个 邻 域 . 
E-L 方程 仍然 在 Lebesgue 意义 下 对 几乎 折 有 的 te J RX: 


t 
f A 
to 


事实 上 , 因为 这 时 ù 几乎 处 处 存在 且 有 界 , 从 而 存在 (u(t), ilt) 的 一 个 紧邻 
BW C Q x RY, 使 得 工 的 导数 在 J x W LAR. 我 们 得 到 


1(u, 9) = lim (Tu eae SIGE) 
= lim - Í [人 
= f Lee OO) + La (0), i (OON: 


这 是 因为 积分 号 内 的 差 有 一 致 的 控制 . 求 导 过 程 可 以 用 Lebesgue 控制 定理 来 保证 
积分 号 下 取 极 限 . 

此 外 , 在 du Bois-Reymond 引 理 中 我 们 可 以 把 € CJ) RM y € LJ), 
把 和 Ee C3(J) PRM A € ACo(J), 即 边 值 为 0 的 J 上 的 绝对 连续 函数 空间 o 


注 2.3 GE C1 的 连续 函数 ( 即 存在 有 限 点 集 D = {a1,… ,ak} 使 得 
u € C!(J\D), MH. u(a;, +0) 都 存在 , i =1,--- ,k) 是 Lipschitz 函数 . 因此 积分 
形式 的 E-L 方程 对 于 逐 段 C1 的 连续 函数 类 成 立 . 口 


力学 、 几 何 与 物理 中 的 基本 方程 大 都 是 变 分 问题 的 E-L 方程, 例如 : 
例 2.1 (质点 运动 方程 ) 受 外 力 F 作用 的 质量 为 m 的 质点 , 设 其 位 置 坐标 
为 x = (£1, £2, £3) E€ R?, 则 速度 v = t, 动能 了 = imu2. 倘若 外 力 F 有 位 势 , 即 
存在 函数 V 满足 
-VV =F, 
我 们 称 
L=T-V= meV smlzl — V(2) 


§2.2 Euler-Lagrange 方程 的 推导 .17 . 
为 Lagrange pA (Lagrangian). 适当 确定 定义 域 M, 考虑 泛 函 
(2) = | Lal, sl) 
ti 
使 得 了 实现 极 小 的 轨道 x(t) 满足 Euler-Lagrange 方程 
F=mz. 
这 正 是 Newton 第 二 定律 所 确定 的 运动 轨道 . 
对 于 有 n 个 自由 度 的 质点 组 , 位 置 坐标 记 作 q = (qi,:… ,qn)， 
@ 动能 T= en Qijidj, 其 中 (aij) 是 正定 阵 ， 
e 位 能 V==V(qi,:… dn), 
e Lagrange MAX L=T—-V, 
e 2H 
ti ti 1 n 
I(q) = L(q(t), 4(t))dt = f k `y aijĝiġj 一 六 gb an) dt, 
0 to ij=l 


由 此 导出 E-L 方程 组 为 
OV 
as ~~ Og; vs eee me 


这 还 是 Newton 方程 . 口 


il 2.2 ( 测 地 线 ) Ww (M,g) 是 一 个 N 维 Riemann fit, Riemann 度量 为 
(gix(u)), 其 中 gin 是 一 个 N x N IE PRE. 当 P, P: 两 点 在 M 的 同一 个 坐 
标 卡 UCM A, U AEF RY 中 的 一 个 开 集 . SL: Rx RY OR, 


L(u, p) = 5 gij (U)DiD;- 


ij=1 
对 于 泛 函 
Oe i Lulz); aia) an, 
J 
有 E-L 方程 
Ti X {9:5 (u)w?} = 5 So gins (uyura, 
j j,k 
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其 中 
o 
Jik il(u) = ggl). 
所 以 
1 
S gi (Wi 十 5y (osati 一 omattu) — 0. 
9 
J j,k 
注意 到 
Tah d ”2 d ek skej 
j,k j dt k dt 7 


我 们 引入 Christofel 符号 


1 
Pilu) = z Ilik + Irii — jka 


便 有 
2 Gis (ujü + `> Dyin(u) ut = 0. 


jk 

因为 (gi) 是 可 逆 的 , 记 其 逆 阵 为 (g 人 *), Rid 
Ls ik 
l 
于 是 E-L 方程 又 可 以 写成 : 
Ti =0, Vi. 
j,k 
这 就 是 微分 几何 中 的 测 地 线 方程 . 口 
在 后 面 几 讲 中 , 我 们 还 将 利用 E-L 方程 导出 许多 物理 基本 方程 . 


。 变 分 导数 

以 上 E-L 方程 的 推导 过 程 虽然 是 在 整个 区 间 J 上 进行 的 , 但 Ve € int(J), 在 
这 点 的 E-L 方程 实际 上 只 依赖 于 这 点 邻近 工 的 行为 , 即 , 只 依赖 于 包含 c 的 任意 
邻 域 (c 一 h,c 十 hh) C int(J). 因为 支 集 在 (c—h,c+h) 内 的 试探 函数 yp 显然 在 
Ci(J,RY) A, 由 这 些 函 数 的 任意 性 就 导出 了 在 (c 一 h,c 十 h) 上 的 EL 方程 ( 见 
图 2.1). 


§2.3 ” 边 值 条 件 . 19 . 


(utp)(x) 


Py 
toh to toth 


图 2.1 Euler-Lagrange 方程 


我 们 还 可 以 通过 以 下 极限 过 程 来 看 这 种 局 部 性 . 以 N = 1 为 例 , 并 假设 
L e C?, ue. 


lim ne — lim o 
cth 
f Erat oe) Qewat 
he eane 
一 Er (u) (c), 


其 中 9 = 0(t) € (0,1), p 的 支 集 在 (c—h,c +h) 内 , Ao = fo p(t)dt 是 曲线 
u(t) + p(t) 与 曲线 u(t) 在 te (c—h,c+h) 之 间 所 夹 的 面积 ; 而 极限 过 程 是 


h->0, sup |p(t)| = 0. 
t€[c—h,c+h] 


在 这 个 意义 上 , 我 们 称 Euler-Lagrange 算 子 对 函数 u 作用 后 在 t 点 的 值 
E,(u)(t) = Lp(t,u(t),i(f)) — L(t, u(t), àlt) 
为 了 在 上 的 变 分 导数 ， 
§2.3 AARI 


在 82.1 中 , 定义 域 
M = {u € C! (J, Q) | u(t) = P, i = 0,1} 
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如 此 得 到 的 u* 除了 满足 E-L 微分 方程 


-Z L, u(t), ld) + Lub uli), ld) =0 
外 , 还 必须 满足 边 值 条 件 
u(to) = Po, u(t) = Pr. 
如 果 把 定义 域 换 成 M = CHJ, RY), 也 就 是 说 , 在 区 间 J 的 两 个 端点 不 加 任 
何 限制 , 那么 泛 函 了 的 极 值 函数 u* 应 该 满足 怎样 的 方程 和 边 值 条 件 呢 ? 


回想 在 §2.1 推导 EL 方程 的 过 程 , 关键 在 于 选取 必 邻近 的 函数 二 来 与 w* 
在 泛 函 值 上 作 比 较 . 那 时 我 们 取 


u = u* + E9, 


其 中 pe Cil, RY), 因为 p 在 端点 为 零 , 所 以 u 保持 与 u* 有 同样 的 端点 值 . 

对 于 现在 这 种 情形 , 没有 必要 对 p 的 端点 值 作 任 何 限制 , 也 就 是 说 所 有 
C1(J,RY) 中 的 函数 yp 都 可 以 用 来 构造 u. 倘若 u* € C?(J,R™), 那么 由 分 部 积分 
公式 , 我 们 有 


dI(u*, p) = J (> [ L,:(s, u*(s), u*(s))ds — Lp: (t, u* (t), 0) ġ'(t)dt 
=- f (2 (tut), (0) E Lyte) wor) (tat 
= > Lp (t, u(t), i (E) El] 


注意 到 CIJ, RY) C CHJ, RY), 所 以 在 上 式 中 先 取 任意 的 p € CHJ,RY), 
得 到 同样 的 E-L 方程 , 再 任意 选取 y € CHJ, RY) (实际 上 只 是 任意 选取 p 在 端点 
的 值 ). 因为 此 时 右 端 第 一 项 已 经 消失 , 而 第 二 项 中 p(t) (j= 0,1,i= 1,… ,NN) 
是 任意 的 , 所 以 有 


Lp (tj, u*(t;), u*(t;)) = 0, ? 一 l,- ,N, 7 = 0,1. 
当然 , M 还 可 以 有 许多 种 不 同 的 选取 , 例如 一 个 端点 的 函数 值 固定 , 男 一 端 不 
固定 ; 也 可 以 对 向 量 值 函数 的 不 同 分 量 采 用 不 同 的 端点 条 件 . 
还 有 一 些 其 他 类 型 的 边 值 条 件 , 如 周期 条 件 、 自 由 边 值 等 , 在 后 面 几 讲 再 专门 


讨论 . 


§2.4 求解 Euler-Lagrange 方程 的 例子 E 


注意 : 在 以 上 边 值 条 件 的 讨论 中 , 我 们 始终 假设 定义 域 M 中 的 函数 都 是 连 
续 可 微 的 . 如 果 把 连续 可 微 函 数 类 换 成 逐 段 连续 C! 的 函数 类 , 虽然 E-L 方程 不 
变 (局 部 性 ), 但 在 导数 的 跳跃 点 上 需要 添加 角 点 条 件 (corner condition) (见习 题 
2,4). 


§2.4 ”求解 Euler-Lagrange 方程 的 例子 
当 N = 1 时 , 在 以 下 几 种 特殊 情形 E-L 方程 可 以 简化 . 


。 情形 1. L KE u, L= Lit,p). 
这 时 5 
a Lolt, u(t)) = 0. 
L(t, u(t)) = c 是 一 个 不 含 u NATE, URAC ù (例如 L,,(t, p) #0), 
得 到 
u(t) = g(t, o), 
那么 也 就 可 以 积分 出 u(t). 


例 2.3 设 M= {u € C({1,2]) |u(1) = 0, u(2) = 1}, 


2 
TE f Vi Fee. 
1 


KRZR 了 达到 极 小 的 函数 u. a 
fe AA L=t VI+, 所 以 
Ly =; 有 =C. 
即 得 
wWii-C’?)=C*? 或 ù= A 
把 符号 吸收 到 常数 C 中 去 , 再 积分 
u= ZVI- + Cr: 


代 人 边 值 条 件 , 得 到 C = 点 ,Cu = 2. 求 得 解 


(u—2)?+t?=5. 
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。 情形 2 ( 自 守 系统 ). L5 t 无关, L= L(u,p). 
引入 Hamilton 量 


H(u, p) 一 pL,(u, p) = L(u, p). 
定理 2.2 RLEC*,BSt AK. AH uce C?(J, R!) Æ E-L 方程 的 解 , 则 
我 们 有 
HA (u(t), u(t)) = const, Vt. 
证 明 直接 计算 


d Ha cot s 
gH (ult), v) = w(t) - Ex(u)(t) = 0. 


例 2.4 (最 速 下 降 线 ) 这 时 ， 


We 
i V2g vy — 4 

利用 定理 2.2, 有 

D1p — L|u,u) = const. 
即 有 常数 c 使 得 

人 
vyu VU+Ww -u) 

由 此 推出 


c2(1 +u’) (y —u)=1. 
令 上 为 一 待定 正常 数 , 作 变 量 替 换 , 引入 参 变量 0, 


= 
u = u(0), 


并 令 
u(0) = yı — k(1 — cos 0), 
则 
2 
5 28Sin 0 B S 
c 人 cos0) = 1. 
取 c= /去 ,有 


Z(0) = k(1 — cos 0). 
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我 们 得 到 
x(6) = zı + k(6 —sin9), 
u(6) = yı — k(1 — cos 8), 
6 € (0, O}. 
再 通过 
x(O) = T2, 
u(O) = yo 
确定 上 与 6. 口 


例 2.5 (旋转 极 小 曲面 ) 在 平面 上 给 定 两 点 已 = (21,91), Po = (£2, y2), 
V1, Y2 > 0, zl < x2. 求 连 接 这 两 点 的 一 个 图 数 € C (x1, ro], 使 得 它 的 图 像 绕 x 
轴 旋 转 后 , 所 得 到 的 旋转 曲面 的 面积 最 小 . 

设 ulzi) = yai = 1,2, 并 且 u(x) > 0, 其 旋转 曲面 的 面积 是 : 


I(u) = 2r m u(z)4/1 + u'(x)}?dzx. 


我 们 要 求 u 以 使 I 达到 极 小 值 . 
由 于 Hamilton 量 守 恒 ， 


L(u(t), p(t)) — w(t) Lp(u(t), p(t)) = C, 


即 

aa. weer) 

u(t),/1 + a(t) a C, Vt, 

或 

ù = CTV u? — C?. 
积分 后 , 得 到 

2 ， 2 
Cm st at Oy, 

故 有 区 

u = C cosh = L fe 
这 是 悬 链 线 方 程 . 口 

例 2.6 (球面 上 的 测 地 线 ) 回 到 例 1.2, 用 yp FBR. 利用 定理 2.2, 将 E-L 
方程 写成 
0 (p) 


cos? A(p) + O(p)? = c, 


Joos? (yp) + Oy)? 
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其 中 c 是 一 个 常数 , 由 定义 , -l<c<1. 于 是 


— cos” 0(~) = c4/ cos? A(y) 十 0(P)2， 


c20? = cost 0 — c* cos? 0, 


即 


用 变量 替换 t= tan 9， 


= arcsin 


caren =) cd0 a cdt ct 
a cos bgVcos20 一 cz J JI —e)— ot V1 — e 


其 中 0 < ec2 <1, 所 以 


tan 0(p) = =e 


sin (+y + Yo) 


或 


1 一 c? 
c 
这 两 个 待定 常数 c, po 由 Po, Pi 确定 . 
这 是 球面 上 大 圆 的 方程 . 4 c= 0 时 , 0 = 士 r/2, 它 只 对 应 于 南 、 北 两 极 , 不 
可 能 是 曲线 . 当 c= 一 1 时 , 对 应 于 赤道 . 口 


6(~) = arctan sin (Ly + po). 


。 情形 3. L RA p, L= L(t,u). 
这 时 E-L 方程 成 为 一 个 函数 方程 


L,,(t, u) = 0. 
其 解 是 一 条 或 几 条 曲线 . 
例 2.7 I(u) =f (t—u)dt. HEL 方程 是 
t—u=0, 
即 直线 u=t. 口 
。 坐标 变 换 
利用 变 分 导数 的 表达 式 , 我 们 来 证 明 E-L 方程 在 变量 替换 下 是 不 变 的 . 设 


= s(t, u), 
v = v(t, u), 


§2.4 求解 Euler-Lagrange 方程 的 例子 . 25 . 
t = t(s, v), 
u=u(s,v), 


L(s, v, q)=L (ts, v), u(s, v), = ~ 2 (ts + t,q). 


逆 变 换 为 


则 Lagrange 函数 L BA 


若 上 的 区 间 [to, t] BA s 的 区 间 [so s1], W 
[ L(t, u(t), w(t))dt = J i CORON 
E-L 方程 变 为 E I 
"dg ft 
可 以 先 求 解 后 一 个 方程 , 再 通过 前 面 的 变换 回 到 原 问题 的 解 . 
例 2.8 考虑 以 下 泛 函 的 极 值 : 
I(r) = f re 


Yo 


其 中 r = (8). 
对 应 的 E-L 方程 是 
r d 7 zü 
m aT ar 
作 坐 标 变换 
x=rcosé, u=rsin§, 
RAEN n 
I(u) =| V1+ udz. 
其 E-L 方程 是 
u=0. 
解 出 通 解 
u =ax +b. 
代 回 到 原 问题 得 


rsin@ = ar cos 0 + b. 


.96. 第 二 讲 Euler-Lagrange 方程 


>] 题 
1. 给 定 一 个 区 间 J = [to, th] C R! 和 一 个 开 区 域 CRY. 给 定 一 个 连续 可 微 函 
t L= L(z,u,p), L:€ C1(J x Q x RY,R'). 给 定 两 个 向 量 &0,&1 ERY, $ 
定义 M1 上 的 泛 函 
ian f L(t, u(t), ù(t))dt. 
J 
设 uo E Mi 使 工 达 到 极 小 , 问 : uo 应 满足 的 必要 条 件 是 什么 ? 
2. (第 一 Erdmann 角 点 条 件 ) 在 习题 1 假设 的 条 件 下 , 设 Po, Pi ER, 
Uo E Mo = {u E€ PWC! (J, R”) | u(t) = P;, i= 0, 1} 
使 工 达到 极 小 , 其 中 PWC EBR C1 的 连续 函数 类 . GHEE t* E (toti), 
使 得 tig (t* — 0) A tio (t* + 0). BRIE: 
Ly, (t*, u(t"), w(t — 0)) = Lp, (t*, uo(t*), Ww (t+ 0) t=1,---,N. 
3.7% L € C?(RX x RY), J 是 一 个 闭 区 间 .， Niu € C?(J, RY) 是 泛 函 
I(u) = f, L(u(t), u(t))dt 的 E-L 方程 的 解 . 定义 Hamilton @ H(u, p) = 
D PiLp: (u, p) ai L(u, p). 求证 : 
H(u(t), u(t)) = const. 


在 有 个 自由 度 的 质点 组 , 设 位 置 坐标 为 g = (q, dn) ,动能 为 


1 n 
T= 7 5 Qij Giqy) 
ij=l 

其 中 (a,;) 是 一 个 正定 矩阵 , 位 能 为 

V = Yo ,qn), 
Lagrange WHEA L=T —V. 问 : 这 时 Hamilton 量 H 是 什么 ? 上 述 结论 
的 物理 意义 是 什么 ? 

4. (第 二 Erdmann 角 点 条 件 ) 在 题 2 的 假设 , 求证 : 


L(t", uo(t*), g(t — 0)) — X Lp, (t*, wo(€*), a(t — 0)) 


i=1 


N 
= L(t", uo(t*), w(t + 0)) — O Lp, (t*, wo(t"), u(t +0)), i=1,,N. 


?一 | 


§2.4 求解 Euler-Lagrange 方程 的 例子 2 
fem: ”引入 坐标 变换 
t= VN+1(8), ui(t) 一 v;(s), 1l<ic< N, SE A, 


其 中 vyp: A 一 J 是 同 胚 , 以 及 函数 F e C1(RN+! x RY): 


qı qN 
Ply ywan des) = L (yray sn i ) aver 
QN+1 QN+1 


求证 : 
(1) ZK K(v) = f, F(v(s), 0(s))ds SZA I(u) = f, L(t, u(t), u(t))dt A+ 
同 的 极 值 , 且 其 极 值 函数 可 以 通过 上 述 变 换 相互 转化 . 
(2) 
VA>0, Fl(y,M)= AF(y,g)- 
(3) 利用 正 齐 次 性 , 有 如 下 Euler FA: 


N+1 


F(y,q) = 2 Fy.(y, 94 


第 三 讲 ” 泛 函 极 值 的 必要 条 件 与 充分 条 件 


§3.1 ” 沙 数 极 值 的 再 回顾 


设 f € C?(Q, R!), Q C R” 是 一 个 开 集 ， Xo E Q, V (zo) 二 
问 : zo 成 为 Sf 的 一 个 极 小 点 的 必要 条 件 是 什么 ? 充分 条 件 是 什么 ? 
因为 3ze 的 一 个 邻 域 UC Q 使 得 


f(z)— f(a) 20, vreUd, 
所 以 3eo > 0, 使 得 当 0 < |e] < so 时 , Yh € RN\{0}, zo teh CU, 于 是 
f(xzo+eh) > f(xo), lel < £o. 
这 表明 一 元 函数 c+ f(zo + eh) 以 0 为 极 小 点 . 于 是 有 


2 
quad (Zo 十 eh)|e=0 之 0. 


这 就 是 
(d? f (xo)h, h) f(z j 20, 
: Eee = Oz; 0) 
RPE RE 
d fleo) = ggr E 
是 非 负 定 的 . 


反 过 来 , WR d? f(xo) 是 正定 的 , 那么 zo 是 f 的 一 个 严格 极 小 点 . 
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83.2 IRES 


现在 回 到 泛 函 的 极 小 值 问题 . 我 们 知道 E-L 方程 是 一 阶 变 分 的 条 件 , CRE 
极 小 的 一 个 必要 条 件 , 并 不 充分 . 从 泛 函 分 析 和 微分 拓扑 角度 看 , 满足 E-L 方程 的 
解 up 只 是 泛 函 的 临界 点 (critical point). 和 有 限 维 极 值 点 相似 , 还 需要 看 二 阶 变 
分 才能 判断 它 是 否 成 为 极 小 . 

iz L e C?(J x RY x RN). 

ios f L(t, u(t), ù(t))dt. 
J 
Mik uo E M 是 泛 函 了 的 E-L 方程 的 解 : 
Er (wo) =Q. 
现在 Vp € CL(J, RY), WRS 
g(s) = I(uo + sọ), 


那么 一 元 函数 s g(s) 便 以 0 为 极 小 点 . 
我 们 把 


ô?I (uo, p) = 5(0) 
= d I (uo + sp)|s=0 
2 5 J L(t, uo(t) + sp(t), ùolt) + sġ(t))dtls=0 
D f [Luins (t, wolt), tto(t)) E (t) 


+2L uipi (t, wold), tol E E) 
+Lpipi(t, uo(t), to ()) (t) (t)]dt 


BRA IE wo 1 yp 的 二 阶 变 分 . 
一 方面 , 如 果 wo 是 极 小 点 , 那么 必然 有 5(0) > 0, 即 


627(uop) >0, Yo € CE(J, RY). (3.1) 
另 一 方面 , A uo € CHJ, RY) 满足 E-L WE, 并 且 存 在 > 0, 使 得 


PIu) > | {lol + OP }de, We € CHIR"), (3.2) 


83.2 ”二 阶 变 分 -31- 


则 wo 是 工 的 一 个 严格 极 小 点 . 
这 是 因为 


g(s) — 9(0) = g(s) — 9(0) — 9(0)s = S800s) = Žalos) - HO)] + ŽO) 


其 中 9 e (0,1) 依赖 于 o. 
引入 下 列 函 数 和 矩阵 : 
A = (Lip; (t, u, p)), 
B = (Lous (t, u, p)), 
C= (Lop, (t,u, p)), 


以 及 它们 沿 函 数 u(t) 的 限制 : 


Aris = (Lop; (t, uo(t), ùo(t))), 
Bu = (Ly (t, uo(t), to(t))), 
Cuo = 了 pipi (t, uo(t), to(t))). 
我 们 有 
5°I(uo, p) = [Awe $) + 2( Bu, P) + (Cu, p)]dt. 
因为 


G(s) = f uosa: $) + Butar P) + (Cuore old 
而 且 Le C?, 所 以 对 于 |lyllouy <1 当 s 0, 一 致 地 有 
区 
即 得 
G(s) — 8(0) = o(s*) | Vo + le 站 
从 而 Vp € Ci(J, RY), 当 |s| 充分 小 时 , FE e < 入 使 得 


I(uo + 5) — Tuo) > (A — e) | IP + lola D 


”固然 (3.1) 和 (3.2) 分 别 是 泛 函 取 极 小 值 的 必要 条 件 与 充分 条 件 , 但 因 其 中 还 
带 有 任意 函数 p, 所 以 并 不 是 我 们 最 终 需 要 的 结果 . 
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83.3 Legendre-Hadamard 条 件 


首先 我 们 注意 : 三 个 矩阵 Ao, Bo, Co 在 判定 wo 成 为 极 小 点 中 的 地 位 是 不 平 
等 的 . 

事实 上 , Wr € int(J), VE ERY, Vu > 0 充分 小 , Mv € CHR), v(s) = 0, 4 
|s| > 1, 满足 fr 0(s)*ds = 1. $ 


则 


当 Yu > 0 充分 小 时 ， 
= 


Z = 66? | u(t)o(t)dt, 
J RI 


f pipsdt = ifjp? f u(t)*dt. 
J R! 
代入 (3.1), + u 一 0, 我 们 得 到 


0 T(uop) = p( Aug, £) + olu). 
现在 我 们 引入 下 列 Legendre-Hadamard 条 件 : 
( 466) = Lsp;(T, uo(T), to(T))EE 20, YreJ, VEER. (3.3) 
tl 

如 果 3 入 > 0, 使 得 
D Lpp (7, u(T), UTEE > AEP, YreJ, VEER, (3.4) 
Te 

那么 我 们 称 其 为 严格 Legendre-Hadamard 条 件 . 


定理 3.1 RLDEC(JxRY xR). 若 uo E M 是 了 的 一 个 极 小 点 ， 则 
Legendre-Hadamard 条 件 (3.3) 成 立 . 反之 , 若 uo € M 满足 EL FH, 而 且 存 在 
一 个 入 > 0 使 得 (3.2) MZ, 则 wo 是 了 的 一 个 严格 极 小 点 . 


83.3 Legendre-Hadamard 条 件 


. 33 . 


我 们 说 过 条 件 (3.2) 中 含有 任意 函数 y, 有 必要 把 它 换 成 一 个 不 含 p 的 条 件 ， 
为 此 我 们 要 建立 它 与 严格 Legendre-Hadamard 条 件 (3.4) 之 间 的 联系 . 
EXE, 充分 条 件 (3.2) 右边 积分 中 的 项 |o| 是 可 以 去 掉 的 . 这 是 因为 我 们 有 


如 下 引 理 . 


引 理 3.1 (Poincaré) & y € Qi(JRNY), 则 


we 2 
f lpl?dt < t-t)" t | lġl?dt. 
J J 


证 明 因为 , 
y(t) = J p(s)ds, 


由 Schwarz PER, 


oF < ( A vo) < E-to) | \o(o)Pas. 


积分 后 ， 
J phat < E sf [pl2at. 
现在 我 们 如 果 把 (3.2) 右 端 积分 中 的 a 去 掉 , 换 成 
PIu) > f Pdt, We E CHIR), 
J 


那么 定理 3.1 仍 成 立 . 


例 3.1 设 L= Vi+p,M = {ue C'([0,b]) | u(0) = u(d) 
我 们 知道 泛 函 (u) = fo VIF POdt 的 E-L 方程 


d ù _- 
dt Vi 
A u=0EM 
因为 


J 一 Lup = Loi = 0, Ls 一 (T+ p?)3/?” 


b 
521(0, 9) = / Pde. 
0 


应 用 定理 3.1, 我 们 知道 : u = 0 是 一 个 极 小 点 . 


= 0}. 


(3.2 
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一 方面 , 从 二 阶 变 分 的 表达 式 我 们 不 难看 出 : 如 果 和 矩阵 


Auo Buo 

Buy Cuo 
是 正定 的 , 那么 E-L 方程 的 解 uo 必 是 极 小 点 . LDA FARTI AE B AEE RE 
定性 并 不 是 极 小 的 必要 条 件 . 


例 3.2 Be I(u) = f,(u(t)? — u(t)?)dt, WE u = 0， 
( =f _ é 0 | 
Bo Co 0-1 
不 是 半 正 定 的 . 
但 当 |J| = tı — to 充分 小 时 , 由 Poincaré 不 等 式 , 仍然 有 


2 
PIO) = | (e - pat > (1 ss aoe | eae 
J J 
于 是 u= 0 还 是 极 小 点 . 口 


另 一 方面 , 不 难 验 证 (3.4) 不 是 wo 成 为 极 小 点 的 充分 条 件 . 下 面 我 们 要 讨论 : 
附加 什么 条 件 , 它 才 能 成 为 充分 条 件 ? 


83.4 Jacobi 场 


我 们 来 引进 Jacobi 场 的 概念 . 

现在 设 Lec’, Mik uo 是 E-L 的 解 . 沿 uo 令 

Puolt, £n) = (Auom, n) + 2(Bus€s 7) + (Cug, £), VE,n) E RY x RY. 
我 们 称 其 为 附属 的 (accessory) Lagrange A. 

设 uo 是 一 个 极 小 点 , 我 们 来 考察 与 附属 Lagrange 函数 相关 的 变 分 积分 

Qul) = | Bu lh pO), pO) a Wy E CARM). 

因为 Qulp) = EI (uo, p) > 0, Vp € C(I, RY), MEH Quo(8) = 0, 所 以 0 
E Quo 的 极 小 点 . 

现在 我 们 把 泛 函 Qu 的 定义 域 扩 充 到 Lipo(J, R>)( 即 端点 为 0 的 Lipschitz 
函数 类 ) 上 , 导出 它 的 积分 形式 的 E-L 方程 : 


Andi) + BRA- | ‘(Buob(t) + Cuy(t) at = const. 


§3.4 Jacobi 场 - 35 - 


倘若 L 沿 uo 满足 严格 的 Lagendre-Hadamard 条 件 , BI Au 是 正定 的 , 那么 
利用 上 面积 分 形式 的 E-L 方程 , 可 见解 p e CJ, RY), 并 且 yp 还 满足 一 个 齐 次 
二 阶 常 微分 方程 组 : 


Ju (p) = T [Awa A(t) + By, 9(t)] — [Bu p(t) + Cuoplt)] =0, te J. 


我 们 称 这 个 方程 为 Jacobi 方程 , HRAT J, AY EL 方程 的 解 wo 的 
Jacobi 算 子 . 


Jacobi 算 子 是 一 个 二 阶 线性 常 微分 算 子 , 它 在 变 分 问题 中 扮演 着 Hesse 矩阵 
在 函数 极 值 中 的 角色 . 


我 们 称 Jacobi 方程 的 任意 一 个 C? 解 为 沿 轨道 wo 人 的 一 个 Jacobi 场 . 所 有 
Jacobi 场 构 成 一 个 2N 维 线性 空间 . 


定理 3.2 KK po ZB uo 的 一 个 Jacobi 场 , 则 Qu (po) = 0. RA, H po € 
Lipo(J,R”) 满足 Quo(po) = 0, ME Q..(y) > 0, Vp E C(I, RY), A) po 是 沿 
Up 的 一 个 Jacobi 场 . 
证 明 “>” 因为 Pu XT (En) 是 二 次 齐 次 的 , 由 Euler 公式 得 到 
29u (t, E, N) = (Buo)e(t, E ME + (Buon (ts E n)n. 


如 果 po € Cl (fa, b], R”), [a, b] C int(J) 是 沿 uo 的 Jacobi 场 , 那么 


2 f Eu), wold), olat 
=f (Pu, elt ot), Po(8)) Pot) + (us alt, polt), Galt) Pol at 
= f 1e.)elt, poe) Gott) = BC) pot), Deol) 
--[ Juo (po)dt = 


再 由 a,b 的 任意 性 , 即 得 Qu (po) = 0. 
«a 利用 光 背 函数 通 近 , 我 们 得 到 


Qu (P) 20, Vy € Lip,(J, RY). 


于 是 po E Qu 的 一 个 极 小 点 . 由 前 面 的 推理 知道 : 它 满足 积分 形式 的 EL 方程 ， 
从 而 也 满足 微分 形式 的 E-L 方程 : J,,(Yo) = 0. E 
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引 理 3.2 给 定 一 个 足够 光滑 的 Lagrange BS L, 设 沿 其 E-L 方程 的 解 wo 
满足 严格 的 Legendre-Hadamard 条 件 , PP Au, AEZH. RHA uw > 0 使 得 


Qulp) >H J |p|? at, 


则 存在 入 > 0 使 得 
Qulp) > 》 (ol? + ol)at 
从 而 Uo 是 
Iu) = 人 tvb,aD)d 
J 
的 一 个 严格 极 小 点 . 


证 明 令 (8,y) = [9(t)w(t)jdt. 因为 Au 是 正定 的 , 所 以 存在 a > 0 使 得 
an ote +12 
(Aub) >a f plat. 


从 
Quo (p) = (Au, $) + 2( Bu; p) an (Cur, P), 
推出 存在 正常 数 C1, Co, 使 得 


a | Wat < Quol) +C: (( [ ret) (f lorat) f rat) 


a ; 
< Ff Pat Qolo) +C | Ipltat 
J J 


再 应 用 条 件 
f Pat < Qu (P), 
得 到 2 
[leat < Ža + Ca Ql) 
利用 定理 3.1 以 及 Poincaré AER, 可 见 uo 是 I 的 一 个 严格 极 小 点 . 口 


§3.5 Hapa 


定义 3.1 (AMER) Huy 是 Tu) = f, L(t, u(t), u(t))dt 的 E-L 方程 的 一 个 
解 . 称 (a, uo(a)) 与 (b, uo(b)) 是 轨道 (t, Uo(t)) LH —- MHF, 如 果 存 在 一 个 治 
uo(t) #44E Jacobi 场 p € Ci(la, b], RNB 3.1). 


§3.5 AEA . 37- 


图 3.1 HAA 


有 时 我 们 把 在 轨道 {(t, uo(t))|t E (to, ti]} 上 (to, uo(to)) 没有 共 恩 点 简称 为 : 
uo WAFER. 


例 3.3 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 二 维 曲面 上 我 们 有 度量 
ds = e(z;,y)dz + 2f (zx, y)dxdy + g(x, y)dy’. 


我 们 选 定 其 上 的 一 条 测 地 线 7, 取 其 为 z 轴 : y = 0, 而 曲线 z = const 取得 与 
测 地 线 y 垂直 . 引入 正 交 曲线 坐标 系 , 在 这 坐标 系 下 , 曲线 y = ul) 上 的 度量 表 
达 为 
ds? = e(x, y)dz? + dy’, 
其 中 e > 0,e(z,0) = 1,e,(2,0) = 0. 弧 长 泛 函 有 表达 式 


I(u) = sf vee + udz, 


即 
L(t, u) = 4/e(z,u) + p°. 
所 以 
e 2euu(et+p)—e2 
Lpp = (e+ Pye?’ Lup = Lw =0, Lew = aa 


(e+ py? 


沿 测 地 线 Y:y = 048 


Ap Bo\ /1 0 
Bo Co B 0 euu/2 l 
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在 几何 上 , 把 
K(x) = -eu 人 cr， 0) 


PRA Gauss 曲率 . 从 而 附属 的 变 分 积分 是 
1 b 
Qol) = F) [$ — K(x)’ |dz. 


Jacobi 算 子 是 
Jo(y) = + Ko. 


“4K 是 常数 时 ,Jacobi 场 是 


sinh V—Kt, K <0, 


V-K 
y(t) = 4 t, K =0, 
JE sin VKt, K >Q. 
由 此 可 见 , 当 K < 0 时 , ARIA. 
4 K > 0 时 , (0,0) 的 第 一 个 共 办 点 是 (n/VK,0). o 


注 3.1 对 于 一 般 的 Riemann WIG (M,9), g Æ Riemann 度量 . 测 地 线 的 
Lagrange PAE 
L(u,p) = >》 gy (u)pip;, 


对 应 的 Jacobi 方程 是 
d 
TS + R (àlt), p(t) w(t) = 0, 
其 中 R(.,-) 是 Riemann 曲率 算 子 . oO 


定理 3.3 Kup X I(u) = f, Lit, u(t), a(t))dt 的 EL 方程 的 一 个 解 . Lik 
Ay, 是 正定 的 . # CIl, p) > 0,Ve € CHJ, RY), MRA a E€ (to, ti) 使 得 
(a, uo(a)) HF (to, uo(to)). 


证 明 若 不 然 , 3a € (to, t1), (a, uo(a)) 是 (to, uo(to)) MAGE, 即 存 在 沿 
uo(t) 的 非 零 Jacobi 场 & € C?([to,a],R”) WE: Ju.(€) = 0, €(to) = Ela) = 0. & 


E(t) = a t € [to, al, 


0, te |a, tı], 


§3.5 HHA - 39 . 
WY E € Lip(J, RY) 满足 上 (to) = E(t) = 0, WA 
0 加 = | Buol, E0, &(O)at = 


根据 定理 3.2, E € C?(J, RY) 应 满足 Jacobi WE J,,(€ = 0. 再 由 二 阶 微分 
方程 初 值 问题 的 唯一 性 ， 


~ 


£=0. 
WE 的 非 零 性 矛盾 ! 回 
对 于 N = 1 的 特殊 情形 , 我 们 能 证 明 反 过 来 的 结论 
以 下 设 up 是 E-L 方程 的 一 个 解 . 我 们 指出 : 如 果 在 (to, ti] 上 wo RARE 
S, 那么 便 存在 一 个 正 的 Jacobi 5 yY > 0, Vt € J. 
事实 上 , 设 和 是 一 个 Jacobi 场 , (to) = 0, 和 (to) = 1. 由 假设 , 它 的 下 一 个 根 


应 满足 : a > ty. 由 微分 方程 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 , 存在 © > 0 和 一 个 Jacobi 
Sb ME: (to — £) = 0, b(tp — £) = 1, Y(t) > 0, Vt € J. 


引 理 3.3 HE uo 有 一 个 Jacobi %5 y(t) > 0, Yt € J, M Yy € CHJ) A 


Quel) = f Avot? (9 o) a 


证 明 令 入 = 9/0, M y= p,p = NV+ AY. 于 是 


Au?” + 2Busy'p + Cup” 
= (Aub? + 2Buy P+ Cush?) F2N Ap Aup + Bush) +r? Au”: 


由 于 yY 满足 Jacobi 方程 , 所 以 
[Au p” + 2Buo pP + Cusp’ )dt 
J 


-f | 区 (Ana! + Buy) + LA Baot) yy 


+2 AY( Aug th! + Baul) + Au, veya 
= 1 (Au AP Y?)dt + YX? (Aut + Buy bE 
J 


= f (Au A? Y dt. 
J 
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定理 3.4 FN = l,uo € CJ) EL 方程 的 一 个 解 . 设 3A > 0, 使 得 
A,,(t) >A, Vt € J, MLA 上 存在 一 个 正 的 Jacobi 4 > 0, 则 uo 是 一 个 严 
格 极 小 点 ， 


证 明 记 
a= inf(Aug (t)?(t)) > 0. 
Vp € CU(J), 由 引 理 3.3 5 Poincaré 不 等 式 , 立 得 


Quo (P) = Aut (e) dt 
12 
T 
> ize (人 t 
> a inf (sa) oe fae 


Qulp) > u I |p|’dt. 
再 应 用 引 理 3.2 立 得 结论 . 口 


所 以 存在 /> 0 使 得 


例 3.4 设 MM= {u € Ci([0,1])|u(0) =a, u(1) = b}. 考虑 下 列 泛 函 : 
I(u) = f ‘(ti + w?)dt. 
0 


因为 Lu =0,L,=2p+t, Lpp =2, CH EL 方程 


2u(t)+1=0 
有 解 
4 1 
u(t) = “Zt (+ z) t+a. 
而 其 附属 的 变 分 积分 是 


1 


Qulp) = f ġ’dt. 


对 应 的 Jacobi 方程 
$ = 0, 
连同 初始 条 件 (2(0),2(0)) = (0,1) 的 解 是 : p = t. 
这 个 Jacobi WAHL, 所 以 u 是 一 个 严格 极 小 点 . G 


>J 


an 


83.5 HHA 7 41 i 


题 


, 求 下 列 泛 函 的 极 小 点 . 


(1) 
Tw) = f (eu wae, M = O01). 


(2) 
I(u) = [ uv1 + wdt, M = {v € C"[a,}]| v(a) = cosha, v(b) = cosh b}, 


HHO<a<b. 
(3) 


b 
Iu) = | (u? +W)dt, M= {v € C"[0,b]|0(0) = 0, v0) = B}. 


. 当 p 绝对 连续 , 几乎 处 处 导数 w' 平方 可 积 , 并 且 满 足 pla) = 0 时 , 试 证 


Poincare 不 等 式 成 立 : 
i p(x) dz <£ = 


. 在 R? 中 , 考虑 以 曲线 7 = r(z) > 0 绕 z 轴 旋 转 得 到 的 一 个 旋转 曲面 


S: r= yF. 


(1) 求 S$ 上 的 导出 度量 . 
(2) 写 出 测 地 线 的 方程 . 


(3) 分 别 就 r = const( 圆 柱 ), r = z (圆锥 ) 写 出 测 地 线 , 判断 它们 是 否 有 
极 小 点 . 


. WL = L(t,w,p) 可 微 且 下 方 有 界 , 又 设 它 关 于 (w,p) 是 严格 凸 的 , M = 


CHJ), 则 其 E-L 方程 的 解 ve M 必 是 泛 函 的 严格 极 小 点 . 
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84.1 强 极 小 与 弱 极 小 


和 函数 极 小 的 概念 一 样 , 泛 函 的 极 小 也 是 局 部 的 极 小 . 局 部 的 概念 是 由 邻 域 决 
定 的 . 变 分 学 中 的 空间 M 是 无 穷 维 的 函数 空间 , 而 同一 个 无 穷 维 空间 经 常 有 许多 
不 同 的 拓扑 , 因此 有 必要 事先 明确 这 个 空间 的 拓扑 是 什么 . 


定义 4.1 设 J= [toti], u E€ CHJ, RY) 称 其 为 
I= f L(t, u(t), u(t))dt 
J 
的 强 ( 弱 ) 极 小 点 , WRAL 6 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 


lelo <e (lello <€) 


的 p € CEJ, RY) 都 有 
Iut) > Ilu: 
函数 类 C1 可 以 换 成 Lip, 用 Lip RAR C1 模 , 在 不 会 混 消 的 情况 下 , 也 称 为 
弱 极 小 点 . 第 三 讲 中 所 说 的 极 小 点 是 弱 极 小 点 (参看 83.2)， 


显然 , 强 极 小 点 是 弱 极 小 点 ,Lip 意义 下 的 弱 极 小 点 也 是 CT 意义 下 的 弱 极 小 
点 ; 但 反之 不 然 . 请 看 下 例 . 
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例 4.1 设 

1 
I(u) = J (u? + u’?)dz, 
0 
M = {u € Lip([0, 1], R?) | u(0) = u(1) = 0}, o 

则 = 0 是 一 个 弱 极 小 点 ， 

FKE, X |lulluip < 1/2 时 ， 

I(u) 一 jf: (u? + u?)dx > = an u?dz > 0. 
进一步 , 从 
1 
PIO, p) = | gat, vp e clo,1) 
0 


与 Poincaré 不 等 式 可 知 u = 0 还 是 一 个 严格 ( 弱 ) 极 小 点 . 
男 一 方面 , 它 不 是 强 极 小 点 . 事实 上 V<A<1-h?, & 


-7 x € [0,h?], 
Un(Z) = = 
METH, oe (A, 1, 


则 
1 1 1 
WB Soe eee 


(up + ue)(x) = h 2 h 3 
n — ) <2, h°, 1]. 
(=e) +(e) oa 
于 是 wallc。 < h, 而 且 


Koj- i= iures- 元 一 一 = 


§4.2 ” 强 极 小 值 的 必要 条 件 与 Weierstrass 过 度 函 数 
给 定 一 个 Lagrange AA Le CHJ x RY x RY), Ru EZR 
I(u) = | L(t, u(t), a(t))ae 
J 


的 E-L 方程 的 一 个 解 . 


我 们 来 寻求 u 成 为 强 极 小 点 的 必要 条 件 . 为 此 我 们 要 把 (u) 与 1 在 入 的 C? 
拓扑 邻近 的 函数 上 的 值 作 比 较 . 


§4.2 ” 强 极 小 值 的 必要 条 件 与 Weierstrass TEAM Ree 
如 果 u 是 强 极 小 点 , BBA Vp € CHJ, RY) 满足 lollce <c, A Iu + p) > 
I(u). 


现在 我 们 来 构造 适当 的 函数 p. VE € RN,YT e (toti), 当 入 > 0 充分 小 时 ， 
可 使 得 [r — A?,7 + A] C (to, ti). > 


0, s E€ (—00, —A?] U [A, 00), 
pals) = 4 A? +s, 8 € [—A?, 0], 


A? — As, s € [0, 和 ， 


1, s € [—A?,0], 


0, SE (一 2o， 一 入 ] U [入 ， oo)， 
p(s) 
-AM s € [0,A]. 


再 令 
palt) = &pa(t— 7), 
W llpalleo = OA), llpalleo = lér, 以 及 paller = OV). 
特别 地 , Mp = py, 我 们 得 到 


I(u + wa)— I(u) 2 0. 
由 E-L 方程 ， 


[ Pat = [wu + eH) + ex) ~ Lu, HO) 


—pr(t) Lu(t, u(t), u(t)) 一 a(t) Lp(t, ult), w(é)) fat 
之 0， 


T—A2 T THÀ ti 
/roa=|/ +f +/ +/ 
J to T—A2 T T+À 


其 中 第 一 与 第 四 个 积分 为 零 , 第 三 个 积分 中 的 被 积 函数 等 于 o( 和 ). 于 是 


而 且 
F(s)ds, 


lim 55 al Fis =O: 
而 第 二 个 积分 除 以 A? 后 的 极限 等 于 
四 志 厂 Pd= (rsa), ir) +E) Lr u(r), i) EL g(r, u(r), àl). 
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现在 引入 定义 


Er(t, u, P, q) = Lit, U, q) a L(t, u, p) = (q — p) j L(t, u, p), 


我 们 称 其 为 Weierstrass it Æ (excess) 函数 . 它 的 几何 意义 见 图 4.1. 


E(to, Uo» Pos q) 


图 4.1 Weierstrass 过 度 函 数 


这 里 ， to€ J, Uo = U(to), Po= U(to), a fio (Pp) an L(to, Uo, p), 则 Ez (to, Uo, Po, 9) 
是 曲线 fo 在 p = 4 点 上 的 值 减 去 它 在 po 处 的 切线 fi,(po) + (4 一 po) 苦 如 (po) 
在 该 点 上 的 值 , 即 曲 线 与 切线 的 差 . 

总 结 上 面 的 讨论 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 


定理 4.1 若 wuE CO1(J,RN) 是 了 的 一 个 强 极 小 点 , 则 


E,(t, u(t), w(t), u(t) +€)>0, VEER, Vte J. (4.1) 


§4.3 ” 极 值 场 与 强 极 小 值 


现在 我 们 转向 研究 强 极 小 值 的 充分 条 件 . 为 此 , 对 于 一 个 给 定 的 函数 u, 我 们 
让 它 与 它 有 共同 端点 的 CO 周围 的 函数 作 比 较 . 

JRE, 我 们 把 一 个 E-L 方程 的 解 uo HER yo = {(t,uo(t)) € J x RY |te 
J} 称 为 一 条 极 值 曲线 (extremal curve). 

我 们 要 把 对 应 于 wo MR HH Bete BE ed EE Se PE. 

给 定 区 间 J = [to,t1], Lagrange 函数 LE CHJ x RX x RY), 2K 


a | L(t, u(t), u(t))dt 
和 了 的 EL 方程 的 一 个 解 uo. 
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假设 uo 可 以 延 拓 到 更 大 的 区 间 J, = (a,b) DJ E. Xit {(t,v(t,a))|t € 
Jı, a € Ba (0) C RY, c1 > 0} 是 了 的 一 族 足 够 光滑 的 极 值 曲线 . 
定义 4.2 (WE) N9 Æ {(t,ult,a))|t € J, a € B.(9)} (e € (0,€1)) 的 
一 个 单 连通 的 开 邻 域 . 又 设 WE CHQ, RY) 是 一 个 向 量 场 . 如 果 
l. 
u(t) = v(t, u(t)) 
的 每 一 个 解 u(t) 都 是 4 E-L 方程 的 解 ; 


2. 
det (Oq,u;(t, a)) Æ 0; 
3. 
V (ti, u1) € Q, J 唯一 的 Qi €E B., (8), 使 得 u(ti, a1) = Uy; 
4. 


u(t,0) = uo(t), 


那么 我 们 称 Q 为 一 个 极 值 场 (field of extremals), 并 称 y 为 其 方向 场 (或 流 ) 
(direction field, flow) ( 见 图 4.2). 


图 4.2 极 值 场 (0,7) 


例 4.2 i L= ip, MH EL DE ü = 0 有 和 解 u = mt 十 入 因此 
Q = {(t, mt + A) | (t, A) € R! x R}}, v(t, u) = m 是 一 个 极 值 场 和 它 的 方向 场 , 其 
中 m 是 一 个 常数 (图 4.3). 口 
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图 4.3 例 4.2 


例 4.3 设 工 = Vip2, WHELAE ü = 0 有 解 uy = At. 因此 = 
{(t, At) | (t, A) € (to, 00) x R!}. 4 to > OMT, Q, y(t, u) = u/t 是 一 个 极 值 场 和 它 
的 方向 场 ( 见 图 4.4). 口 


图 4.4 例 4.3 


例 4.4 设 工 = (pP -—u?), 则 对 应 的 泛 函 了 的 EL eG = -ui 
u, = sin (t + à), YA € RR!. 对 于 任意 开 区 间 J, $ O = {(t,sin(t + A))|(¢,A) € 
J x (一 1, 十 1)}. 虽然 极 值 曲线 充满 了 整个 Q, 但 9 中 每 一 点 都 有 两 条 极 值 曲线 通 
过 , 所 以 它 不 是 极 值 场 . 口 


然而 , 由 一 族 极 值 曲 线 w = Asint (VA € R!) 生成 的 Q = {(t, Asint) | (t, à) € 
(e,m — €) x RI} (e € (0,7/2)), w(t, u) = ucott 是 一 个 极 值 场 和 它 的 方向 场 . 

设 极 值 曲 线 Yo = {(t, u(t) tE J} CQ, y 是 极 值 场 O 上 的 一 个 方向 场 . 我 
们 来 把 yo 与 邻近 的 、 端 点 相同 的 (u(to) = uo(to), ulti) = uo(ti)), BBE C* 的 
曲线 y= {(t, u(t)) |t E J} CO 作 比 较 . 注意 到 


T= J id= f L(t, u(t), w(t))dt, 
而 % 是 极 值 场 l) 上 的 一 个 方向 场 , 所 以 有 
Tu) = | (L(t, l, u) = Vu) Lol, V(t, u))) at + Lata, pl) 
如 果 积 分 与 路 径 无 关 , 那么 就 有 
E / L(t, uo(t), tuo(t) )at 
z | (L(t, u, w(t, u)) — W(t, u)Lp(t, u, Y(t, u)))dt + Lplt, u, Y(t, u))du] 
= [ 1H, u(t), DEl) = (alt) = VEE, uO)) Toe ut), VCE uC) 
于 是 


I(u) — I(uo) = 人 aa — Lit, u(t), y(t, u(t))) 
— (u(t) — y(t, u(t)))Lp(t, u(t), Y(t, u(t)))]dt 
= f E(t, u(t), Y(t, ult)), alt) )dt. 


如 果 再 假定 
E(t,u, Y(t, u) p) 20, V(t,u,p) EQXRY, 
那么 
I(u) > T(wo), 
BN uo 是 强 极 小 点 . 
现在 我 们 需要 回答 : 


1. 能 否 把 对 应 于 wo 的 极 值 曲线 内 人 到 一 个 极 值 场 中 去 ? 

Bri “aA” EH: 存在 开 区 间 J, J CA, EZH u: Ix Be — RY, 使 
48 Va = (a1, 02,:… ,QaN) E€ Be C R*,u(t,a) 是 一 条 极 值 曲线 , 其 中 u(t) = 
u(t,0)|7, Vt € J, ME Q = {(t ult,a))|t € J,a € Be} 是 一 个 极 值 场 . 
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2. 为 什么 上 述 的 积分 与 路 径 无 关 ? 

先 回答 第 一 个 问题 : 在 什么 条 件 下 , 一 条 极 值 曲线 y 能 散 入 到 一 族 极 值 曲线 
生成 的 极 值 场 0 中 去 ? 

为 简单 起 见 , 我 们 只 讨论 N = 1 的 情形 . 


引 理 4.1 LEC, {u(t,a) € C?(J x (—e,£))} 是 E-L 方程 的 一 族 解 ， 则 
ð 
O= Fo 


ÆW Uo(t) = u(t,0) 的 一 个 Jacobi 4 (图 4.5). 


图 4.5 Jacobi 场 


WEAR id ua = u(t, a). 对 于 EL 方程 
SL ltstalt)stha(t)) = Lult, ualt), a(t) 
在 a=0 处 对 a 微分 , 令 了 = (t, u(t), to(t)) 得 到 


(Lop (r)E(t) + Lyu()E(t)) = Lpu(T)E(t) + Luu(T)E(E), 


Bp 
Juo (£) =0. E 


引 理 4.2 N =1,L € C?, uo € C? F E-L 方程 的 一 个 解 . 又 设 沿 u(t) 
严格 Legendre-Hadamard 条 件 成 立 : Lyp(t, uo(t), ùo(t)) > 0,Yt € (to, ti]. 如 果 洛 
对 应 于 uo 的 极 值 曲线 yo, Æ (to, ti] 上 (to, u(to)) RARES, 那么 Yo TARA 
到 一 族 极 值 曲线 , 使 得 这 族 曲线 确定 的 单 连通 区 域 Q 成 为 一 个 极 值 场 . 
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证 明 1. 利用 Lop(t, uo(t), tio(t)) > 0,Yt € J = [to ti], MEL 方程 , 解 uo 
也 可 以 延 拓 到 Ji = (a, b) 上 , 其 中 JCH. 
2. Va E€ R!, 当 |a| < so 充分 小 时 , 解 EL 方程 的 初 值 问题 
Ex(¢(-,@)) = 0, pla, a) T uo(a), pt(a， a) 一 tip (a) +a, 


得 到 一 族 解 p(t, a), tE (a, b), la| < £p. 
由 常 微分 方程 初 值 问 题解 的 唯一 性 , p(t, 0) = uo(t). 这 是 定义 4.2 中 的 (4). 
3. 现在 我 们 定义 Q. = {(t, y(t, a)) |t € (a,b), lal < e},e < co. 根据 引 理 
4.1, 


E(t) = Oav(t,@)|a=0 
是 一 个 沿 uo 的 Jacobi 场 , 满足 
E(a)=0, €(a) = 1 


FBR EA SHE, 利用 引 理 3.3 前 面 的 说 明 , 可 以 有 E(t) > 0, vt € [a, ti]. 
利用 常 微分 方程 解 对 于 参数 的 连续 依赖 性 得 到 0 < sl < so， 


Ouaplt,a) >0, Vjaļ|< €. 


这 是 定义 4.2 中 的 (2). 
再 应 用 隐 函 数 定理 , 存在 0 < sz < st V(t, u) E Qa, 方程 


u = y(t, a) 


存在 唯一 的 连续 可 微 解 : a = w(t, u) € Ba (0). 这 是 定义 4.2 中 的 (3). 
再 看 p(t,a) 产生 的 一 个 方向 场 


y(t, u) = p(t, w(t, u)), 
WW y E O 内 处 处 有 定义 , 并 且 y(t, a) 是 方程 
ù = v(t, a) = v(t, w(t, u)) = Y(t, u) 


的 一 族 解 曲线 . 这 是 定义 4.2 中 的 (1) ( 见 图 4.6). 口 


注 4.1 4N>1W, 引 理 4.2 仍 成 立 . 陈述 如 下 . 
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图 4.6 把 yo 嵌入 到 极 值 场 


it L e C%([to, ti] x RY x RY), uo € C? (to, t1], RY) 是 其 E-L 方程 的 一 个 
解 . Mit Vt € [to, ti], EE Lpp(t, uo(t), uo(t)) 是 可 逆 的 . 如 果 沿 对 应 于 uo 的 极 
值 曲线 yo 在 (to, ti] E (to, u(to)) RAGA, 那么 yo ALARA BIRR (AR, 
使 得 这 族 曲线 确定 的 单 连通 区 域 成 为 一 个 极 值 场 . 

证 明和 引 理 4.2 类 似 . 只 需 在 第 二 段 中 把 数 a e R! 换 成 向 量 a cR”. 所 得 
E-L 方程 的 解 p(t, a) 满足 


Oopilaa) 三 0，00pjilaa) = fij Lijec N. 
在 第 三 段 定 义 Jacobi HH {wi(t, a) = 06,0.p(t, a), i = 1,.… ,入 }, 由 于 
wi(a,0) =0, O,w,(a,0)=e, i=1,.…,N, 
以 及 yo 在 J, KASS, 得 到 
det(Ox,0:9;(t,a)) #0, vte. 
其 余部 分 证 明 不 变 . 


§4.4 Mayer 场 , Hilbert 不 变 积 


现在 我 们 来 看 第 二 个 问题 : 在 什么 条 件 下 , 定理 4.1 中 的 积分 与 路 径 无 关 ? 令 
u) = Lp; (t, u, Y(t, u)), 
H(t, u) = (Y(t, u), Lp(t, u, Y(t, u))) — L(t, u, Y(t, u)), 
以 及 1- 形 式 x 
WwW = >》 Ridu; — Hdt. 


i=1 
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我 们 要 证 明 : 
dw = 0. 
定义 4.3 一 个 极 值 场 称 为 是 Mayer 4, 如 果 它 满足 下 列 相 容 性 条 件 : 
Bs Ly (t, u(t), W(t, u(t))) = Oy, Lp, (t u(t), v(t, u(t))), VI<i,j <N. 
推论 4.1 如 果 N=1, 那么 任意 一 个 极 值 场 都 是 Mayer 场 . 


对 于 一 个 极 值 场 和 它 的 方向 场 (Q, 引入 


Dy = = Or a YH, F 3 区 ag D nð) 


1 一 1 


我 们 有 如 下 引 理 . 


引 理 4.3 4 Le C(x RY). (Q, Y) 是 一 个 极 值 场 和 它 的 方向 场 当 
且 仅 当 对 任意 积分 曲线 (t, u(t) 都 


DyLy(t, u(t), Y(t, u(t))) = Lilt, u(t), Y(t, u(t))). 
证 明 以 下 记 工 := L(t) = L(t, u(t), v(t, u(t))), 类似 地 记 La., Lp: (Q, Y) 是 


一 个 极 值 场 和 它 的 方向 场 当 且 仅 当 %(t) = v(t, u(t)), MAA EL 方程 i, dip. 
直接 计算 : 
d-~ 
u dt p 
= d 
= (a + 3 [vas + q” (t, uo Ly 
N 
= (2 十 》 |wd,, + 区 + ,| Li 
j=l k=1 
= Dy Lp.. 口 


引 理 4.4 wR LE O02(J x RX x RY), 那么 , 01 是 一 个 Mayer 临界 场 当 且 
仅 当 dw = 0. FP 
ð Ri = —0,,H, Ll<ic<N. 


证 明 直接 计算 得 


N 
OR, = (2 ag vio L 
j=l 
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再 利用 相 容 性 条 件 ， 


-H = Ou; (L aa pLp)(t, u, w(t, u)) 


区 N 7 N 7 N 
= 6 + Oy, zat)? 22 ILo E 


j=1 


iplis] 


所 以 
ƏR; + ôu, H 
N z N N | T A 
= (2 十 > vion ) Lp, + ` (va, 十 Yvana) Lp; — Lu, 
i=l j= k=1 
= DyL,, — Lu, 
利用 引 理 4.3 即 得 dw = 0. 反 过 来 由 dw = 0 以 及 上 面 的 等 式 读者 自己 可 以 推导 
出 相 容 性 条 件 . 口 


给 定 一 个 Mayer 场 (Q, Y), R, H REBEX. WR y 是 连接 (to, u(to)) 与 (t,) 
的 任意 一 条 曲线 , 那么 线 积 分 


Be (E Rit wau- H(t, wa) 


to,u(to)) 
7 J (Ea 
; 
与 路 径 无 关 . 我 们 称 这 个 线 积分 为 Hilbert 不 变 积 分 . 


§4.5 ” 强 极 小 值 的 充分 条 件 


当 N = 1 时 情况 比较 简单 ,有 如 下 定理 . 


定理 4.2 wRN=1,LEC*. REA EL 方程 的 解 uo 对 应 的 极 值 曲线 yo 
在 (to, ti] 没有 (to,u(to)) APES. L Lpplt, u, p) > 0, V(t, u,p) E Q x R?, W 
Uo 是 了 的 一 个 强 极 小 点 Ace 

证 明 注意 到 


E(t, u, v(t, u),q) = L(t, u,q) — L(t, u, v(t, u)) — (q — Y(t, u)) Lplt, u, Y(t, u)) 
=L,,(t,u,v) 20, V(t,u,q)EQxR’, 
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其 中 wv PF yit, u) 与 q 之 间 . 应 用 引 理 4.2 和 引 理 4.3 以 及 84.3 中 的 讨论 即 得 


结论 . 口 
例 4.5 设 
M = {v € C1([0,a]) |v(0) = (cosha)™}, v(a) = 1}. 
I(u) = f ae + u?)dt 
的 E-L DF ü -— u = 0 有 解 


= cosht 
" cosha’ 


因为 Jacobi 方程 2 一 p = 0 RAL, 而 
E(t, u, p,q) = (u? +9”) — (u? + p°) — 2p(q — p) = (9—p) > 0. 
所 以 uo 是 强 极 小 点 . 口 
il 4.6 RZA 


iae f “(1+ a)Pat 


在 边 值 条 件 u(0) = 0, u(1) = m 下 的 弱 极 小 点 与 强 极 小 点 . 
显然 I ASMA 0. 实现 它 的 E-L ORO ù = 0 Ru = 一 1. 
除非 m = 0, u(t) = 0, È m = —1, u(t) = —t, 不 可 能 有 其 他 C! 解 . 
但 在 Lip 函数 类 中 , 如 有 解 则 必须 -1<m<0. 它们 是 


es —t, O0O<t<-™m, 
1! Ìm, —-m<t<1l, 


0, 0<t<l+m, 
us = 
$ l+m-t, l+m<t<l. 


计算 Lagrange 函数 的 二 阶 导数 : 
Ei = Lis = 0, Liy = 2(6p7 十 6p 十 1) = 12(p E pı)(p = p2), 


Lpp = 0 AiR 
1 V3 1 V3 
poo ee ae ee 
所 以 当 p ¢ [pipe] 时 , Lop > 0. WS, 无 论 是 前 面 的 两 个 C1 解 还 是 u, ur, 
它们 的 斜率 是 0 或 -1, 都 在 这 区 间 之 外 , 因此 Lpplt, u(t), u(t) > 0. 
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它们 对 应 的 Jacobi 算 子 
Ju(p) = 2(6p* + 6p + 1) 
HARA HH, 所 以 ui, ua 都 是 弱 极 小 点 . 
最 后 再 看 Weierstrass 过 度 函 数 : 


E(t, u, p,q) = q(1+q) —p*(1 +p)” — (q— p)(4p" + 6p + 2p) 
= [q(1 + q) — p(1 + p)]? + 2p(1 + p)(q — p)? 
> 0. 


它们 还 是 强 极 小 点 . 口 


借助 于 Mayer 场 的 概念 , 对 于 高 维 N > 1 情形 有 如 下 定理 . 
定理 4.3 wR IH E-L 方程 的 解 uo 对 应 的 极 值 曲线 yo 能 嵌入 到 一 族 极 值 
曲线 中 去 , 使 得 这 族 曲线 定义 一 个 Mayer 场 (OQ, w), 又 设 
E(t, u, p(t,u), p)) >0, V(t,u,p) EN x RY, 


则 wo 是 了 的 一 个 强 极 小 点 . 


事实 上 , 当 入 > 1 时 , 类 似 于 定理 4.2 的 结论 也 是 对 的 . 


定理 4.4 设 LeC3(J x RN x RY,R'). wR 
(1) 沿 临界 曲线 yo, (to, uo(to)) RAKE, 
(2) (Lp.p, (t, uo(t), to(t))), Yt E J 是 正定 的 ， 


(3) E(t, u, P(E, u), p)) > 0, V(t,u,p) E Q x RX pF Y(t, u), 
那么 uo 是 了 的 一 个 强 极 小 点 . 


§4.6 ”定理 4.4 的 证 明 (N > 1 的 情形 )* 


我 们 已 经 知道 : 如 果 N = 1, 那么 任意 一 个 极 值 场 (Q, y) 都 是 Mayer 场 . 然 
m, 当 N>1 时 , 我 们 要 寻求 在 什么 条 件 下 , 能 把 一 条 极 值 曲线 岩 入 到 一 个 Mayer 
场 中 ? 

对 于 给 定 的 Lagrange 函数 L, 我 们 记 L(t,a) = L(t, olt, a), p(t,a)), 其 中 
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2 a) = p(t, o). 类 似 地 记 Ly, Lp. 直 接 计算 得 


N 
= ta +》 天 (du — eat 


i=l 


N N N 
=X Ldp A dt + Y Lp dọ" A dt — Y Lodp A dt 


k=1 k=1 i=1 
N N 
2 2 dlp pado! 


N N 
uE da! ndt+ Y > Lp vindt A da! 


k=1 l=1 i=1 l=1 


N N N 
+ D >D ae Dam Lp, Pado™ 人 da 
re N SAREA 
= > So (Lu TT: OLp.) Puda" ^dt + 2 > 


m=1 i=1 } 


+ 


Il 
Me 
Wi 


an Ly, pinda™ A das. 


imz 


N 
la’, a] = N (Oa Lip; Pim ~ am Lp. pu). 


i=1 


我 们 称 之 为 Lagrange 括号 . 利用 Lagrange 括号 我 们 把 上 面 的 推导 写成 如 下 公式 : 
N N 
dus = d 2 Lp du + (z -> Hy] i) 
i=1 


N N 
Z > 5 Er(phiyż ida! A dt + 5 [al am]da: Ada™. (4.1) 


i=1 l=1 1<l<m<N 


于 是 有 


引 理 4.5 设 卫 EC3(JXxRN xR). 又 设 (Q, y) 是 由 一 族 极 值 曲线 p(t, a) 
决定 的 极 值 场 , MAT (QU) 是 一 个 Mayer 4, 必须 且 仅 需 


E,(y(-,a))=0, VaeR, [al,a™]=0, 1<lm<QN. 
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证 明 如 果 (Q, y) 是 一 个 Mayer 场 , 那么 由 微分 形式 的 不 变性 , (4.1) 式 左边 
为 零 ， 又 因为 极 值 曲线 yla) 满足 EL 方程 , 所 以 右边 第 一 项 为 零 . 由 此 推出 
Lagrange 括号 为 零 . 

反之 , 知 


Ex(p(-,a))=0, Vae R”, 以 及 [al,a"]=0, 1<l,m<N, 
则 (Q, y) 是 极 值 场 . 又 因为 w 是 闭 形式 , 所 以 (Q, Y) Mayer H. 口 
对 于 Lagrange 括号 , 我 们 有 
引 理 4.6 Le C3(Jx RY xR), 2 (O,d) 是 一 个 极 值 场 , 则 
ofa, a”) =0, Vi,m. 
证 明 利用 极 值 场 的 条 件 直接 计算 : 


0 ss OLu, ; OL,, ., OL,, ; OL», 
ae a™) = x la ae H 


s Bal Pa” ~ Bam Pat T gam 


微分 Ea Lu Blei lei 后 , 利用 L 的 二 次 可 微 性 , 所 有 项 都 消去 , 即 得 
0 l my — 
ze ,QQ ] = (), O 
接 下 来 , 我 们 要 在 高 维 情形 下 加 强 注 4.1, 把 J = [toti] 上 的 临界 曲线 y HE 
人 到 一 个 Mayer 场 (Q, y) P. 


定理 4.5 设 极 值 曲线 yo 在 J LAARS. 又 设 (Lpp (t, u(t),U(t))) 是 可 
#0), Vt € J, 那么 yo 可 以 嵌入 到 一 族 极 值 曲线 , 使 得 这 族 曲线 定义 一 个 Mayer 
场 (Q, y). 


证 明 在 注 4.1 的 基础 上 , 我 们 得 到 了 一 个 极 值 场 (9, y). 我 们 来 证 明 这 个 极 
值 场 是 一 个 Mayer 场 . FXE, 由 Opi(aa) = 0, Vi, j, 推出 [a',a™](a,a) = 
0, Vi,m € [1, N]. 应 用 引 理 4.6, £[a!,a™](t,a) = 0, 所 以 [a!,a™](t, a) = 0. 这 
表明 (Q, Y) 是 一 个 Mayer 场 . 口 


习 题 
1. 用 Weierstrass 过 度 函 数 验 证 uo = 0 不 是 Iu) = f (w+ ov? )dt 的 强 极 小 点 . 
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. 验证 : I(u) = fp Vu + a), M = {u € C1((0,2]) | uO) = 2, u(2) = 5} 有 
一 个 双 参 数 族 的 E-L 方程 解 

u(t,a,8)=a+t (=£) ; 
当 (a, 8) = (1,2) AY, u(t,1,2) € M. 


利用 u(t, a, B) 确定 两 个 独立 的 Jacobi 场 . 
. 设 I(w) = [VIF dt 在 OQ2(0,b) 上 定义 , 写 出 包含 uy = 0 的 极 值 场 
W(t, u), 并 验证 它 是 一 个 强 极 小 点 . 
. 设 I(w)= f+ a)dt UR M = {ve Cl[1,2]1v(1) =1, v(2) = 2}. & 
证 
是 一 个 强 极 小 点 . 
. u c Cl(JxRN,RN), 满 足 E,(u(t,a)) =0,Vt € J, Va € RY, u(0,a) = 9, 
0,u(0, a) = a, uo = u(-, 0). RHE: 

(1) Og, u(t, a)la=0(i = 1,--- , N) Æ Jacobi 场 . 

(2) 如 果 (t, uo(t)) 在 J RARIS, ABA det(3a u(t, a)) #0, Vt € J. 
. BH Iu) = J [gw — V (u)] dt. 


(1) 4 V(u) = cosu AY, 写 出 沿 其 E-L 方程 的 解 u = 0 的 Jacobi 算 子 与 
Jacobi 场 . 
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85.1 #205 Carathéodory 方程 组 
给 定 一 个 Lagrange PAK L: J x RY x RX >R! 及 相应 的 泛 函 
OE f L(t, u(t), w(t))dt. 
J 


从 上 一 讲 中 我 们 知道 , SFT RAE EMT (0, ), 有 一 个 1- 
形式 


w = (Lp(t,u, p(t, u)), du) — (Y(t, u), Lp(t, u, v(t, u))) — L(t, u, Y(t, u)))dt, 


其 中 (.,-) 是 RY 上 的 内 积 . 
AT (Q, yY) 是 一 个 Mayer GH, 必须 且 仅 需 w 是 一 个 闭 形式 . 
于 是 在 一 个 Mayer 场 上 可 以 由 w 定义 出 O 上 的 一 个 单 值 函数 g: 


g(t, u) — g(to, uo) = fo (5.1) 


Y 


其 中 y 是 连接 (to, uo) 与 (tu) 的 任意 一 条 曲线 . 我 们 把 这 个 单 值 函数 9 称 为 程 
$% (eikonal). 


注 5.1 BRAM TH DBR: 沿 一 条 极 值 曲线 y = (t,u(t)), a(t) = 
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w(t, u(t)), 对 w 积分 : 
g(ta,u(ta)) ~ g(t ut) = fw 


= (ole, uO), W(t, u(t), du) 
—[(W(t, u(t), L(t w(t), v(t, u(t)))) 
—L(t, u(t), #(t,u(t))))ae 
= f (Lot OAE) lO) 
-0, LaO) = LO 


= f x (t u(t), ù(t))dt. 
这 表明 程 函 9 在 同一 条 极 值 曲线 上 两 点 的 差 等 于 Lagrange 量 沿 这 条 曲线 的 积 
分 . 口 


在 光学 上 , Lagrange 量 表示 光 在 传播 中 瞬时 走 过 的 路 程 除 以 速度 . 沿 这 条 曲 
线 的 积分 就 等 于 光线 从 第 一 点 传播 到 第 二 点 所 经 历 的 时 间 . 因此 , 从 一 点 发 出 的 一 
束 光线 的 等 时 面 (物理 上 称 为 波 阵 面 ), 可 以 通过 程 函 的 等 值 面 g(t, u) = const 来 
表示 . 

由 定义 直接 推出 极 值 场 (Q, y) EWR 9 满足 下 列 Carathéodory 方程 组 : 


| Vug(t,u) = Lp(t, u, v(t, u)), 


Ag(t,u) = L(t, u, v(t, u)) — (W(t, u), L(t, u, Y(t, u))). (5.2) 


§5.2 Legendre 变换 
it Fe C?(R',R') 的 导数 S ARM y. id c= ¥(@). 称 


F(E) = £x — f(x) = 人 全 一 foul€) 


为 f 的 Legendre 变换 . 
Legendre 变换 可 以 推广 到 多 元 函数 . 设 f € C?(R”,R'). NEHE E = 
Vf(z) 有 逆 映 射 Y. id z = P(E), 我 们 称 


FECE) = (6, £) — f(z) = (€, YE) — fo YCE) 
为 多 元 函数 f 的 Legendre 变换 . 
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Legendre 变换 的 几何 意义 如 下 : 记 GA f MAR {(c,y) € RY x R! |y = 
f(x)}, 它 在 一 点 P= (z, y) 处 的 切 超 平面 为 {(a, Bb) | B— f(x) a (Vf (2), a—z)}. 
所 以 在 这 超 平面 上 的 任意 一 点 Q = (a, 8) 满足 

B — (V f(z),a) = f(z) — (V f(z), £), 
Bp 
B— (£,a) = —f*(€). 
—f*(€) 是 这 超 平面 在 8 轴 上 的 截 距 ( 见 图 5.1). 


图 5.1 Legendre 变换 


Legendre 变换 有 如 下 性 质 : 
(1) Æ feC%,s>2, WM frec. 


证 明 事实 上 , AA y ec, MUA ft eC). 但 由 定义 ， 
f°(€) = (€,¥(€)) — F © YCE), 
UR E=VF(o(E)), 可 得 
VEE) = VCE) + (E, VYE) — (VECE), VYE) = VIE). 

从 而 , f € C*. 口 

(2) f** = f. Bl, Legendre 变换 是 自 反 的 . 

FKE, 由 (1),2 = yE) = V*(€), 

f= (x) = (§, 2) — FE) = F(z). 
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为 了 强调 这 种 对 称 性 , 我 们 把 它 写 成 
f(z) + f°(€) = 62), €=VAF(x), £= Vf (E). 


c= Y(Vf(2)) = (VF )(VF)(z)), 
等 式 两 边 再 微分 , 可 见 单位 矩阵 


0? 


agag S 


é=Vf(z) 
这 是 因为 


o? 
I=5 age (£) soa 17): 
E=Vf (zx) 
例 5.1 设 f(x) =2?/p,p>1, W E= f'(x) = x, Mie =o. HE 
X 

1 3, 

f°(€)=ér— f(x ye ae ! 
其 中 十 = 1. 口 


例 5.2 设 A = (ay) 是 一 个 对 称 可 逆 N x N 和 矩阵, 又 设 f(x) = i(4z,z)， 
x E RY, MJ E= Vf(x) = Ar 是 可 逆 的 , 可 以 解 出 : z = ATHE. 因此 它 的 Legendre 
变换 是 


PO = (m8) fle) = (4%) SA) = SABO. D 


§5.3 Hamilton 方程 组 
给 定 一 个 Lagrange 函数 L: R! x RY x RY L Ri 
假设 det (Lpp, (t, u, p)) AO. 我 们 令 
&i = Lp; (t, u, p), I<sisN. 
FA Bas RAEE E Re hK 


Pi = pilt, u, €), E= (€1, £2, + En), l<ig N. 
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现在 固定 (t,u), 作为 p 的 函数 , 对 LE Legendre 变换 , > 
H(t, u, £) ow Oi (t, u = Yen = L(t, u, p ) | : (5.3) 


我 们 把 A 称 为 Hamilton 函数 (Hamiltonian). 
因为 Legendre 变换 是 自 反 的 , 既然 H Æ LH Legendre 变换 , 那么 工 也 就 


je: H 4) Legendre 变换 . 
Lagrange PAA L 对 应 的 E-L 方程 是 二 阶 微分 方程 
Z L lt, u(t) àlt) — Lut, ult), àC) = 
也 可 以 把 它 改写 成 等 价 的 一 阶 方程 组 的 形式 : 
u(t) = p(t), 
Gg Lets u(t), p(t)) — Lu(t, u(t), p(t)) = 0, 
其 解 为 (ult), p(t)). 
如 果 再 设 L € C3, 那么 对 (5.3) 两 端 作 微 分 就 有 
Hidt + (H,, du) + (He, dê) 
T (£, dp) + (p, dé) = Ldt = (Lu, du) = (Lp, dp) 
E = 1 di) + Gee. 
于 是 我 们 得 到 下 列 关 系 式 : 


Ar (t, u, £) = P, L(t, u, p) = É, 
H,,(t, u,€) + Lu (t,u, p) = 0, Hi(t,u, £) + Le (t, u, p) = 0. 


对 于 E-L 方程 的 解 (u(t), p(t)). & Et) = L(t, u(t), p(t)), 就 有 
E(t) = Zrt, u(t), ù(t)) 
= e u(t, u(t), ù(t)) 


= L,(t, u(t), p(t)) 
= —H,(t, u(t), €(t)) 


u(t) = p(t) = He(t, u(t), &(@)). 
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BD (u(t), €(t)) 满足 Hamilton 方程 组 (简称 H-S): 
E(t) = —H,(t, u(t), €(t)), u(t) = Helt, u(t), €(¢)). (5.4) 


反 过 来 , 对 于 给 定 的 H-S WH (u(t), €(t)), 通过 令 plt) = a(t), 再 由 E(t) = 
L,(t, u(t), p(t)), 同样 推出 (u(t), p(t)) 是 E-L 方程 的 解 : 


L(t u(t), lt) = E(t) = Halt, ult), E) = 世人 ap) 

于 是 我 们 得 到 了 E-L 方程 与 H-S 二 者 之 间 的 一 一 对 应 关系 : 

E-L 4— H-S, 
(u(t), p(t)) — (u(t), €(¢)) = (u(t), Lp(t, u(t), p(t))). 
Hamilton 方程 组 也 是 一 个 泛 函 的 E-L 方程 . AN RE 
Plu €) = f EOE) — H(t, uH), gat 
J 
与 它 相应 的 1- 形 式 是 
a = tdu— Hdt, 

我 们 称 其 为 Poincaré-Cartan 不 变量 . 

HAA H © LHJ Legendre 变换 , PU L tht H W Legendre 变换 . 这 就 是 
L(t, u(t), ù(t)) = (u(t), €()) — H(t, u(t), €(¢)). (5.5) 


由 此 可 见 泛 函 F SZR 了 中 的 被 积 函 数 实际 上 是 同一 个 函数 在 不 同 变 量 下 
的 表示 , 而 Poincaré-Cartan 不 变量 实际 上 就 是 上 一 讲 提 到 的 Hilbert 不 变 积 分 的 
微分 形式 . 

值得 注意 的 是 : Hamilton 方程 组 对 应 的 泛 函 F(u, E) 不 是 下 方 有 界 的 , 从 而 不 
可 能 有 最 小 值 , H-S 的 解 只 是 相应 泛 函 的 “临界 点 ” 


例 5.3 对 于 经 典 力 学 质点 组 (参看 第 二 讲 例 2.1); 设 q= (qı, 4a ,4N),D = 
(pi,--+ PN) T(P) = 4 Daa PiP V =V (a, ,4N). 其 Lagrange 函数 是 


对 应 的 E-L 方程 是 


Re . 
T 2 why = —0,,V (q), 1 一 1 iN, 
j=l 


§5.4 Hamilton-Jacobi 方程 - 67- 


这 时 Hamilton 函数 
Ts 
H(q,€) = 3 2 agi + V(q) 
ij=1 
是 这 个 质点 组 的 能 量 , 其 中 (a) 是 (a) PB. 对 应 的 Hamilton 方程 组 是 
6 = —0,,V(q); 
N 
Gi = X 0%, i=1,---,N. 
j=l 
当 Hamilton 函数 H 不 依赖 于 t 时 , Vc e R', & H! (c) = {(u,é) € RY x 
R“ | H(u, £) = c} 为 Hamilton 函数 的 一 个 等 值 面 . 口 


定理 5.1 Hamilton 方程 组 的 解 曲线 {(t, u(t), E) |Vt} 保持 在 同一 个 等 值 
面 上 . 


证 明 & (u(t), €(t)) 是 


= —H,(u(t), €(t)), 
u(t) = He(u(t), €(t)) 


的 解 , 则 由 


Š H(ult), E) = (Hu (u(t), €(€)), u(t) + (Helult), (2), €() = 0, 


立即 可 得 Vt, H (u(t), €(t)) = const. 口 


把 这 个 定理 应 用 到 质点 组 , 表明 : 在 运动 过 程 中 能 量 守恒 . 


§5.4 Hamilton-Jacobi 方程 
给 定 一 个 Hamilton 函数 H = A(t, u, £), 我 们 把 一 阶 偏 微分 方程 式 
S(t, u) + H(t, u, VuS(t, u)) = 0 (5.6) 


称 为 Hamilton-Jacobi 方程 (简称 H-J 方程 ), RP S = S(t,u) 是 NN 十 1 个 变量 的 
函数 . 
这 个 方程 在 经 典 力学 和 量子 力学 中 都 是 一 个 非常 基本 的 方程 . 
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我 们 知道 在 一 个 Mayer % (0, ~) E, ÆR g 满足 Carathéodory 方程 组 (5.2) 


Pes u) = Lp(t, u, Y(t, u)), 
Og(t,u) = L(t, u, y(t u))— (W(t, u), Lp(t, u, Y(t, u))). 


再 把 Legendre 变换 £ = L(t, u, V(t, u)) = Vug(t, u) 代入 Carathéodory 77 
程 组 , 可 见 9 就 满足 这 个 一 阶 偏 微分 H-J 方程 : 


Org(t, u) F H(t, u, Vag(t, u)) = 0, 


HH H Æ Lagrange K% L 的 Legendre 变换 . 
注意 到 Lagrange 函数 与 Hamilton 函数 之 间 的 Legendre 变换 关系 , 从 给 定 的 
Hamilton 函数 H, 我 们 可 以 写 出 DL, 再 从 Hamilton 方程 组 


| & 3 = Hy (t, u, £j; 


[<s 
Wi = He, (t, u, £) l w 


的 解 (u(t), €(t)), 我 们 可 以 转换 到 E-L FERE (u(t), p(t), 然后 利用 积分 可 以 
5 hR g(t, u). 
由 此 可 见 , 从 已 知 Hamilton 方程 组 的 一 组 解 (w(t), €(t)), S 


p(t) = He(t, u(t), &(¢)), 


便 得 到 E-L 方程 的 解 (w(t), p(t)). 
再 从 (5.5) 我 们 可 以 写 出 Lagrange 函数 L(t, u(t), p(t)). 于 是 


att, u(t) oltoyuléo)) = f Leul), 


就 是 程 函 方程 的 解 . 

这 表明 我 们 可 以 从 任 取 初 值得 到 的 Hamilton 方程 组 的 所 有 人 解 导出 H-J 方程 
的 解 . 

值得 注意 的 是 Hamilton 方程 组 是 一 个 常 微 分 方程 组 , 而 H-J 方程 是 一 个 一 阶 
偏 微分 方程 . 


例 5.4 ( 光 在 介质 中 的 传播 ) 设 在 介质 中 一 点 (tu) ER! x RY 的 介质 密度 
E p(t,u). 以 真空 光速 为 单位 , 若 在 此 点 的 光速 为 二 二， 则 对 应 的 Lagrange 函数 
是 
L(t, u, p) = p(t,u)V/1 + p?, 
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这 时 
又 P 
E= Lp P: VIF p? 
er: 
BF Jp E’ 
H(t, u, £) = pé = L(t, u, p) 一 一 V p’ a 
ER 9 满足 程 函 方程 


% = VP — |Vugl?, 


这 是 一 个 H-J 方程 . 有 时 我 们 把 它 写成 
ge + |Vugl? = P 


的 形式 , 而 
g(t, u) = const 
是 光 的 波 阵 面 . 
对 应 的 方向 场 是 
p(t, u) = He(t, u, Vag) = aa = 3 
因为 


ù = p(t,u), (iù) = (1, ù) = (Ag) (Ag, Vag), 
所 以 它 的 积分 曲线 在 (tu) 空间 中 沿 波 阵 面 g(t,w) = const 的 法 方向 ， 也 就 
是 :“ 光 线 垂 直 于 波 阵 面 ” Oo 


§5.5 Jacobi 定理 


反 过 来 , 我 们 也 能 从 H-J 方程 的 解 导 出 H-S 的 解 . 


定义 5.1 设 9 二 g(t, ui, ,UN; AL, °° ,和 AN) 是 H-J 方程 的 一 族 依赖 于 
N 个 独立 参数 (Xi Aw) € A 的 解 (其 中 AC RY 是 一 个 区 域 )， 如 果 
det(gu:r;) #0, 那么 我 们 称 它 为 一 个 完全 积分 . 


定理 5.2 (Jacobi) 设 一 个 C? 函数 g(t, u1, ,UN; 和 Al,'… An) 是 再 J 方 
程 的 一 个 完全 积分 . BRET AN 个 参数 (a, B) = (al aN, bn ,BN) HB 
数 

u = U(t,a, PB), 
o 
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满足 方程 
Jai (t, U(t, Q, B), a) = — bi, 
= 1,2,- , N, 5.7 
a, B) = 9u: (t, U(t, a,b), a), oe 
则 它们 是 Hamilton 方程 组 的 一 族 解 . 
证 明 1. 先 对 H-J 方程 关于 a, 微分 , 得 到 
N 
Ita; 十 5 He, (t, u, VuI)Ga: ur =0, 1=1,2,---,N. 
k=1 


FA u = U(t,a, 8) 代入 后 有 


N 
Jt ai (t, U(t, Q, b), a) +» He, (t, U(t, Q, B), P(t, Q, B))IJai ur (t, U(t, Q, B), a) == 0. 
= (5.8) 
对 (5.7) 的 第 一 个 方程 关于 t 微分 , 得 到 


N 
Jt, ai (t, U(t, Q, B), a) 十 > Jai uk (t, U(t, Q, B), a)U,(t, Q, p) = 0. (5.9) 


k=1 
(5.9) Jak (5.8) 得 到 
N 
UAC a, B) He, (t, U(t, a, p), P(t, Q, P))lJai,ur (t, U(t, a, b), a) = 0. 
k=1 


因为 矩阵 (Jour) 是 可 逆 的 , 所 以 
U,(t, a, 8) = He, (t, U (t, a, B), P(t, œ, B)). 
这 是 H-S 的 一 组 方程 . 
2. 再 对 H-J 方程 关于 u 微分 , 得 到 


N 
Itu: (t, u, a) + Hu, (t, u, Vuglt, u, a)) +) He, (t, u, Vug(t, u, &)) Ju: ux (t, u, &)=0. 
k=1 
用 w= U(t, a, b), P(t, a, B) = Vug(t, U(t, a, 8), a) 代入 后 得 到 
N 
— Hy, (t, U, P) = gtu: (t, U, a) + S Gina (t, U, a)U,. (5.10) 


k=1 
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再 对 (5.7) 的 第 二 个 方程 关于 t 微分 , 得 到 


N 
P(t, a, P) = Ju: e(t, U, a) + X Iui (t, U, a)Ur(t, a, B), (5.11) 
k=1 
即 
P(t, Q, b) = =H (t, U(t, Q, By, P(t, Q, B)). 
这 便 导 出 了 H-S 的 另 一 组 方程 . 口 


注 5.2 Jacobi 定理 的 意义 在 于 : 可 以 用 H-J 方程 的 解 写 出 H-S 的 通 解 , 办 
法 是 先 解 N 个 隐 函 数 方 程 


Ju; (t, u, a) = —Bi, i=1,---,N, 


得 到 
u = U(t,a, B). (5.12) 
再 将 其 代 和 人 程 函 9 得 到 
p = P(t,a, B) = Vuglt, U (t, a, B), a). (5.13) 
这 一 组 (u, p) 就 是 我 们 要 求 的 H-S 的 通 解 . 口 


注 5.3 完全 积分 与 通 解 的 意义 是 不 同 的 . 这 是 因为 H-J 方程 是 一 个 一 阶 偏 
微分 方程 , 按 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 可 见 它 的 通 解 中 应 含有 一 个 任意 函数 ote) 
而 不 仅仅 是 2N 个 独立 参数 


但 是 , H-S 的 通 解 却 可 以 从 H-J 方程 的 一 个 完全 积分 g 定 出 来 , 也 就 是 说 , 对 
给 定 了 的 任意 初 值 (uo, £o), H-S 的 初 值 问题 


ù = Helt,u,€), €=—H,(t,u,€), u(0)=uo, €(0) = £o 
的 解 , 能 通过 如 下 步骤 求 得 : 
给 定 (uo, Eo) 后 , 由 于 det(gu。 ) 天 0 WL RCE Be FA 


Vag(0, Uo, a) = —B 
Êo ee V.ug(0, Uo, a) 


中 的 第 二 个 方程 先 解 出 


æo = (Uo, o). 
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bo = —V.9(0, Uo; Qo), 
代入 (5.12)-(5.13) 就 得 到 以 (uo, ĉo) 为 初 值 的 Hamilton 方程 组 的 解 . 


例 5.5 (谐振 子 ) 给 定 Lagrange 函数 了 = $(mp? — ku), HP m 与 天 都 为 
正常 数 . 于 是 Hamilton 函数 是 


2 
H=3(S +h’). 
2\m 


. _ P 

u= —, 
m 

om 


u= Csing (t+ to), 
m 


p = CV mk cos 4/ Eas to), 


对 应 的 Hamilton 方程 组 


有 解 


其 中 to, C 是 任意 常数 . 
我 们 现在 利用 H-J 方程 


gt + A(t, u, gu) = 0 


与 Jacobi 定理 来 把 这 个 H-S 的 解 写 出 来 . 
考虑 一 个 特殊 的 g(t, u, a) = plu) — at, 其 中 a 是 一 个 参数 , 而 y 是 一 个 待 


定 的 函数 . 于 是 H-J 方程 成 为 


(5s + ku’) =a, 


2 m 


即 
y' (u) = 4/m(2a — ku?). 
解 出 来 有 
g = g(t, u, a) = f y m(2a 一 ku? )du — at. 
0 


现在 我 们 来 解 方程 


m . k 
B = —ga =t — /Earcsin (VE) 
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u 一 sn (VEe- a). 


FRA g, 又 得 到 


p= gu = (Yu) = V2am cos (vže = a). 


这 就 是 谐振 子 Hamilton 方程 组 的 带 有 两 个 任意 参数 a, 8 的 解 . 


ee 
得 到 


>] wa 
. AE PI Lagrange Œ, *K Hamilton 量 , 并 求解 Hamilton 方程 组 . 


(1) L = (p + ku)’, k £0, 
( 


2)L=e%*VJ/1+p. 
写 出 H-J 方程 , 并 试 求 其 完全 解 . 


2. 设 Y (t,u), L(t, u,p) 对 p 是 号 的 , RHE: 


H(t,u,€) = sup {(P.é) — L(t, u, p)}. 


td 


第 六 讲 ” 含 多 重 积分 的 变 分 问题 


‘N 
2 


前 面 我 们 讨论 了 含 单 重 积 分 的 变 分 问题 . 当 未 知 量 是 多 元 〈 也 还 可 以 是 向 量 
值 的 ) 函数 时 , 就 遇 到 含 多 重 积 分 的 变 分 问题 . 在 这 一 讲 , 我 们 要 把 含 单 重 积分 的 
变 分 理论 推广 到 多 重 积分 的 变 分 问题 , 包括 E-L 方程 , 弱 、 强 极 小 的 概念 与 判定 ， 
Jacobi 场 以 及 Weierstrass FE RAE. 

ECR 为 一 有 界 区 域 , 其 中 ON e Cl 给 定 一 个 Lagrange 函数 
L = L(z,u,p) € C?(Q x RN x RN), 以 及 在 边界 上 的 函数 © € C1(00,RY). 我 
们 要 在 给 定 的 边 值 条 件 u € M := {v € CHQ, RY) vloa = Slag} F, 求 下 列 泛 函 
的 极 小 值 : 


I(u) = | Læ, ulz), Vu(2))de. 
Q 
为 了 书写 简便 起 见 , 我 们 引入 记号 : 


T= (Za)? = (Z1D , En), 

u= (一 (人 )， 

p= (pi )i<ixNn,i<e<ns 

Pp =p Pr), 1<t<QN, 
Ou 


a = 1,.…,n, 
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§6.1 Euler-Lagrange 方程 的 推导 
称 weM 是 了 在 M 上 的 极 小 点 , 如 果 
I(u) 之 T(uo), Vue U, 


其 中 UC M 是 wo 的 一 个 邻 域 . 当 取 C1 拓扑 时 , wo 称 为 弱 极 小 点 , 当 取 C 拓 
扑 时 , wo 称 为 强 极 小 点 . 

类 似 于 单 变量 的 情形 , 我 们 在 假定 wo 存在 的 前 提 下 , 寻求 它 应 满足 的 必要 条 
件 , 即 E-L 方程. 

为 简洁 起 见 , 有 时 我 们 用 记号 7 = (zx, uo(x), Vuo(z)). 

定理 6.1 2 LEC*,u€C’?,#h wo 是 IT 在 M 上 的 一 个 极 小 点 , MEH 
足下 列 E-L 方程 : 


证 明 Vp e CEQ, RY), 考虑 一 元 函数 sr g(s) := JT(uo 十 sp). 由 g 以 0 为 
极 小 点 可 推出 


0=90 =Y ie) + 3 Ly (7) Oe, ee) dr 
N 
3) wt o? za Lpi (T Dle *(ax)dz. 
利用 下 列 类 似 的 du Bois-Reymond 引 理 (推论 6.1) 即 得 结论 . 口 


我 们 将 从 更 一 般 的 情形 来 证 明 高 维 的 du Bois-Reymond 引 理 . 先 引 入 单 变 量 


ASP AG B ae 
一 1 
so- f(r) Msi 
0, lt] > 1. 


plz) = cx bz)), 
其 中 |z| = (22+ +22), cn = fon U(lal)az. 
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对 任意 充分 小 的 s > 0, 再 令 
Le le 
pels) =e" (=). 
给 定 一 个 区 域 O C R, 对 任意 充分 小 的 6 > 0, ic Ns = {x € Q| d(x, OQ) > 
ô, |x| < 1/6}. 
Bu € Ly,.(Q), & 
us(x) = f ul(y)ys(x — y)dy, Vr E Os. 
Q 
作 变 量 蔡 换 z = (y 一 z)/6, 得 到 
us(x) = f u(x + ôz)y(z)dz, Vz € Qs. 
Bı (8) 
其 中 B (0) 是 R 中 中 心 在 原点 , 半径 为 1 的 球 . 于 是 Yoo > 0, 
f ju(z)—us(0)|de< f o(e)dz | lw(z) -u(x+6z)|\dx > 0, 46-0. 
2%, Bi (8) Nso 


事实 上 , 如 果 我 们 用 O;, 上 的 连续 函数 v 取代 u, 那么 以 上 极限 显然 是 成 立 的 . 又 
因为 C(Qs,) 在 Ls) 中 稠密 , 所 以 换 成 we LL. (Q) 后 , 这 极限 还 是 0. 
总 结 如 下 : 


引 理 6.1 Bue Li.(Q), WM Yô > 0， 


| 机 


推论 6.1 Hue Lh(Q), 又 设 
[ we\eade=0, vp ECP), 
E a0 ec: 
证 明 事实 上 ,Vbo > 0, 由 于 
p(z- € C2(M), VrEM%, V5 < bp, 
根据 假设 得 到 
uos | wes Syd, Ve Os, YO 


再 按 引 理 6.1, us(xz) 一 u(x), aex E Qs, KM u(x) = 0,a.e.X E Qs M 
do > 0 是 任意 的 , 即 得 u(x) = 0,a.e.7 EQ. 口 
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和 一 元 情形 一 样 ， 我 们 称 Er :UP 一 (v1, aa UN), 其 中 


为 关于 L 的 Euler-Lagrange 算 子 . 


注 6.1 如 果 没 有 假设 ve C, 那么 还 是 可 以 定义 Euler-Lagrange AF, 不 
过 Lp: (x, u(x), Vu(z)) 前 面 的 52 应 作 广 义 微 商 来 理解 , E-L 方程 也 是 在 广义 函 
数 意义 下 成 立 的 . 口 


类 似 于 第 二 讲 中 注 2.2 与 注 2.3, 对 于 含 多 重 积分 的 变 分 问题 我 们 也 可 以 把 泛 
函 定义 域 M 中 的 函数 类 CQ, RY), H Lipschitz 函数 类 Lip(Q, RY), 或 者 更 特 
殊 些 , 逐 片 C1 的 连续 函数 类 PWC1(0,RY).ue PWOCH, RY) 如 果 存 在 有 限 个 
逐 片 Cl 的 n 一 1 维 超 曲 面 {1,.… Se} 使 得 连续 的 we C1! (O\ Uja S; R"), 
FE uW S 的 两 侧 法 向 导数 都 存在 . 


例 6.1 (Dirichlet 积分 ) i N = 1, L(p) = |p|?/2, XI FIZ K 


Diu) = 5 f |Vu(z)ļ?dz, 


有 E-L 方程 
KAN ~=0, vreQn 
EE DZ2 
这 就 是 调和 方程 , 又 称 Laplace 方程 . 图 


也 可 以 考虑 更 一 般 的 变 分 问题 , 如 


1 a(x af 
L(x, u, p) = zP 三 oe iy tl ~a > 0, 


其 中 ae C(O), 对 应 的 E-L 方程 是 
一 Au(z) =a(z)|u\*"u, Vr EQ. 

例 6.2 (波动 方程 ) FAR xR? 表示 时 空 连续 统 , 时 空中 一 点 的 坐标 是 (t, x), 
其 中 t 表示 时 间 , z = (zx1, £2, zs) 表示 空间 位 置 . H u = ult, £1, £2, £3) 表示 在 时 
FKE OQ CR! x R? 内 弹性 波 的 位 移 . 

弹性 波 的 动能 是 

T(u) = 5 | ut x) Pdtde, 
Q 
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位 能 是 i 
Ulu) =3 f a ide 
Q 


Lagrange KE 
I(u) = T(u) — U (u). 


按 稳定 作用 量 原理 , 弹性 波 的 位 移 是 这 个 Lagrange 函数 对 应 的 E-L 方程 
Du = u — Au=0 
的 解 . 这 个 方程 就 是 d'Alembert 方程 . 口 


类 似 地 , 如 果 还 有 内 力 和 (或 ) 外 力 , 那么 在 位 能 中 可 以 再 添加 一 些 其 他 项 . 例 
如 : 
gal f (Vault, x)|? + M?|u(t, x)|?)dtdz, 
2 Jo 


其 中 M > 0 是 一 个 常数 . 这 时 对 应 的 E-L 方程 是 Klein-Gordon 方程 : 
Du 一 AM2v=6uv 一 Av+M 和 =(0. 
又 如 
U= f (FIveu(t x)|? + —|u(t, Dl dtdz, 
a \2 4 
这 时 对 应 的 E-L 方程 是 非 线性 波 方程 
Du + u? = Bu — Au +u’? =0. 


例 6.3 ( 极 小 曲面 ) 设 Q c R, 给 定 函 数 ve C(A), 它 的 图 像 {(x,ulx))| 
reĝ 是 超 曲面 . 这 个 超 曲面 的 面积 是 


AGS 1 /1 + [Vu(2) as 


在 给 定 边 值 vlan = © 的 条 件 下 , 使 面积 达到 极 小 的 曲面 满足 E-L 方程 
Vu(z) 


Vi 
注意 到 这 个 超 曲 面 的 平均 曲率 是 


div 0, Veen. (6.2) 


Vu(z) 


J/1+ |[Vu(x)|2 


1 
H = —div 
n 
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如 果 给 定 了 平均 曲率 函数 A (rc), x EQ, u 满足 的 方程 是 平均 曲率 方程 


=nH(zr), Veen. (6.3) 


J1+|Vu(z)? 
值得 注意 的 是 , (6.3) YZ A 


= 24 nH d 
Iu) = | (Vi+ [Vula)P + nH (a)u(e))de 
的 E-L 方程 . o 
特别 地 , 当 n 二 2 时 , 方程 变 为 
(1 + u2)tre — 2UyUyUry + (1+ u2)uyy = 2H (x)(1 + u? + u2)’. (6.4) 


比较 方程 (6.2) 与 (6.3), 平均 曲率 等 于 零 的 方程 就 是 极 小 曲面 的 方程 , 人 们 把 
平均 曲率 等 于 零 的 曲面 称 为 极 小 曲面 . 

现在 我 们 来 求 极 小 曲面 方程 的 一 个 特殊 解 : w(z,y) = f(x) + gly) 将 其 代入 
方程 (6.3), 其 中 H = 0, 得 到 


(1+9'(y)’)f"(2) + (+ f'(z)*)9"(y) = 0, 


即 
f"(z) ene g"(y) 
1+ f(c} 1+g'(y)? 


解 出 arctan f'(x) = cx, 所 以 


sat -Ż In| cos ca, 
同 理 ， 
g(y) = = In [cos cy|. 
故 
u(z,y) = = In | ECE 


这 个 解 对 应 的 极 小 曲面 被 称 为 Scherk 曲面 . 


例 6.4 (Maxwell 方程 ) 时 空中 一 点 的 坐标 是 (z0, zl x°, 2°) € R! xR’, 其 
中 z = (x1, x°, x3) 是 空间 坐标 , z0 = ct, t 是 时 间 ,c 是 光速 . 口 


§6.1 Euler-Lagrange 方程 的 推导 . 81 . 


在 电磁 场 中 电荷 分 布 p 和 电流 场 7 都 是 时 空 的 函数 . E = (E, Eo, E3),B= 
(Bı, Bo, B3) 分 别 表示 电场 和 磁场 , 也 是 时 空 的 图 数 . 


Maxwell 方程 组 写作 
io. =VxE (Faraday 定律 )， 
V-B =0 (磁场 的 Gauss 定律 )， 
VxB= Lge + An j (Ampere 定律 )， 
V-E =4rp (电荷 的 Gauss 定律 ). 


HX V- B=0, 所 以 有 磁 势 A = (A, Ao, As) 使 得 
VxA=B. 
再 由 Faraday 定律 ， 


Vx (B+ 55) = VxE+t+ TOD ae 


Oz" c ôt 
推出 存在 电势 A 使 得 F 
我 们 把 A= (Ao, Aj, Ap, A3) 称 为 电磁 势 ， 并 令 
_ OA; _ OA, 
me Oz’ Ox’ 


则 

0 -E, -E, -B; 
E, 0 B -B 
E-B; 0 B; 
Es Ba -B, 0 


其 中 J = (jo, ji, J2, j3), 而 jo = cp, j = (ja, J2, J3). 
对 应 的 泛 函 是 作用 量 
I(A) a Ld‘z. 
R! xR? 
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由 此 导出 E-L 方程 
ae ae 
OA; Oxi Op! =v 
其 中 a 
pi = Oxi” 
因为 
aL 1 ðL 1 
54 or” Op 4er 7” 
所 以 
OF; An 
Oxi So Ja CS 0, 1,2,3 


这 正 是 Maxwell 方程 组 中 的 Ampere 定律 (i = 1,2,3) 与 电荷 的 Gauss 定律 
(i = 0). 

注 6.2 (Ao, Ai, Ao, A3) 不 是 由 E, H 唯一 确定 的 . 事实 上 , 对 于 任意 给 定 的 
函数 f EC’, 令 F 


4a) = A(x) + 2£ G=0,1,2,3) 
取代 (A;)3, 对 应 的 E, H 不 变 . 上 述 变换 称 为 规范 变换 . 
添加 Lorentz 条 件 


_ OA 
Oxo +e F 
可 以 消除 这 种 不 唯一 性 . O 


§6.2 WERI 


和 单 重 积 分 的 变 分 问题 一 样 , 对 于 多 重 积分 的 变 分 问题 , 随 泛 函 定 义 域 中 函数 
在 边 值 上 的 不 同 要 求 , 所 得 到 的 E-L 方程 还 须 添加 不 同 的 边 值 条 件 . 我 们 前 面 讨 
论 过 的 定义 域 M 有 固定 的 边 值 函数 : 


M= {u € C (Q, RY) | uloo = p}. 
如 此 得 到 的 w* 除了 满足 E-L 微分 方程 


Er(u) = 
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外 , 还 必须 满足 Dirichlet 边 值 条 件 
ulan =. 


如 果 把 定义 域 换 成 M = CHQ, RY), 也 就 是 说 , 在 区 间 Q 的 边界 ON 对 泛 函 
定义 域 中 的 函数 不 加 任何 限制 , 那么 类 似 于 对 单 重 积 分 的 变 分 问题 的 推理 , 可 见 泛 
eT WY C? RIERS wu* 满足 同样 的 E-L 微分 方程 

Er (u*) =(); 


再 由 分 部 积分 公式 ， 


swo) [Y [keera vea) 


+》 Lp (x, u* (£), Vu" (7)) day (z)| dz 


a=1 


= | Bw p+ DIL 0) Ver (a) (E) da) 


0 g=1 i= 1 


其 中 dH" (2) 是 OQ 的 面积 元 , v(z) = (4(z),v2(7),… ,Ya(x)) 是 OO 的 单位 
外 法 向 量 , 得 到 如 下 Neumann 边 值 条 件 : 


>》 valy; (x, u*(x), Vu*(r))lan = 0, t= 1,2,--- , N. (6.5) 
a=1 
86.3 IKRES 


给 定 Q C R”, 给 定 一 个 Lagrange BM L € C?(Q x RY x R”), 定义 一 个 泛 
K I(u) = 人 JEzu(z),Vu(z))dz. 设 uo 是 它 的 E-L 方程 的 一 个 解 . 我 们 来 研究 
ZK I KNE. 
对 Yy € C(O, k 继续 使 用 前 面 的 一 元 函数 g(s) = T(wo + sy), 我 们 有 


2T(uoP) = (0) = — I (uo + sp)|s=0 


= > á u? iwi(T) p *(x) yp? (a) + 2 Lg iph p'(z)ðap (x) 


ij 


+ > Le pi (T)3ap (x) day" (1) | dz, 
ager 
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其 中 7 = (2, U(x), Vuo(z)). 


同样 引入 简单 记号 
A= (Lo (2, u p)), 
B=(L put (z, u, p)), 
C = (Lusu (x,u, p)), 
以 及 | 
Aug = (0) = aaO) 
Buy = (bf) = (Lyi wr (7)), 
Cu = (0) = a(o) 
并 记 


Quo (P) = ô’ I(u, p) = [a (Vy, Vo) +2Bu (Vo, p) + Cuo (p, p)]dz, 
如 果 u 是 一 个 弱 极 小 点 , 那么 必然 有 
Quo(y) Z0, Ye € C(9Q, R“), (6.6) 


其 中 Ci(Q, RY) 是 CPF(Q, RY) 在 CHQ, RY) 中 的 闭 包 . 
反 过 来 , A uo € CHQ, RY) 满足 E-L JE, 并 且 存 在 入 > 0 使 得 


Qulp) BX f IVe]? + lpPldz, Yp € CHQ, R"), (6.7) 


则 wo HET HARR. 证 明和 n = 1 的 情形 一 样 ( 见 定理 3.1). 
仿照 n = 1 的 情形 , 我 们 也 有 类 似 的 Legendre-Hadamard 条 件 . 
Vro E€ Q, Vu > 0, Rv € CS°( Bi (8), RY). 当 充分 小 时 , 令 


T 


Qual) = p” [ p {Aan 0+ py) Voly) ol) 


+2uB,,.(2o + wy)uVu(y) + WO zo + wy)v(y)v(y)|dy 2 0. 


代入 (6.6) 得 到 


A u> 0, 得 到 


> 0) Ax (y)Ogv* (y)dy > 0. 


j,k=1 a, B=1 
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现在 对 Vp € Co°(Bi(9),R*), 满足 So o P (y)dy = 1, VE € RY, Yn € R”, 3 
别 令 
v(y) = € cos (tn - y)p(y) 
以 及 
v(y) = Ẹsin (tn - y)p(y), 
代入 以 上 不 等 式 , 然后 相 加 , 再 令 t > 00 得 到 


5 > at*,(29)€€*nang + O(t-') > 0, 


j,k=1 a,8=1 
Bp 
N n | | 
S Y aik,(ao)éé*nane > 0. 
j, k=1 a,B=1 


这 就 是 Legendre-Hadamard 条 件 


如 果 我 们 使 用 秩 1 矩阵 的 记号 
m= (74) = (Ena); 


Z (6.8) 可 以 等 价 地 写成 


N n 
2 2 Dy ok (x, uo(x), Vuo(x))r275 20, Yr, rank(r) =1. 


j,k=1 04,8 


如 果 3 入 > 0 使 得 


5 > L pips (2, uo(2), Vuo(2))E Enans > AEI? 


j,k=10,B=1 


Vee, VEER, Vn ER", (6.9) 


那么 我 们 称 其 为 严格 Legendre-Hadamard 条 件 . 
(6.9) 也 可 以 等 价 地 写成 


D 3 Lyips (x, uo (2), Vuo(x))ni ri > Mr Yr, rank(r) = 1. 


j,k=1a,B=1 
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这 里 和 矩阵 r= (7) 的 模 
et. ag 1/2 
In = (> Sent) 
a=1 j=1 


对 于 多 重 积分 变 分 问题 还 有 一 个 更 强 的 条 件 : 


3 Lyips (2, Uo(x), Vuo(z Z))T276 > Allri, Vee Q, Vr eR, 


jk=1a,B=1 


我 们 称 其 为 一 致 强 椭圆 条 件 . 


4 N=1 3 n = 1 WY, 严格 Legendre-Hadamard 条 件 与 一 致 强 椭圆 条 件 没 
有 区 别 . 
总 结 如 下 . 


定理 6.2 设 Le0?, 又 设 Uo €E MM 是 本 的 一 个 弱 极 小 点 , M (6.8) 成 立 . 反 
之 , 设 uo € 1M 满足 EL FH, 而 且 存 在 一 个 入 > 0 使 得 


| f Iela) + Vela) Phdr, Yp E€ CHO, RY), (610) 
Q 
则 up 是 了 的 一 个 严格 弱 极 小 点 . 


FI, (6.10) 蕴含 了 严格 Legendre-Hadamard 条 件 (6.9). 但 (6.9) 并 不 是 uo 
成 为 弱 极 小 点 的 充分 条 件 . 


§6.4 Jacobi 场 


对 于 多 重 积分 变 分 问题 , 也 有 Jacobi 场 的 概念 . 
设 LE 03, 又 设 uo 是 弱 极 小 点 , 则 


I(un p) >0, Vp € CIQ, RY), 


BY Quo (P) 2 0 
ZA Qu 的 EL 方程 是 一 个 齐 次 二 阶 偏 微分 方程 组 : 


N n n 
> a (Ee Oey" + bh æ) = (So + or) = 0, 
k=1 Lo=1 B=1 B=1 

j =1,2,--- N- 
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和 n = 1 的 情形 一 样 , 我 们 称 这 个 方程 为 Jacobi 方程 , 并 称 
Jaat :PD (yt, a yr) 

为 沿 es 的 Jacobi 算 子 , 其 中 yi = Zi- i [0 On Sage a alt gy" ma bik pk) = 
(pai Oop + Ake), jg =1,-+-, N. 

Jacobi 方程 的 任 一 C? 解 称 为 沿 wo 的 Jacobi 场 . 

对 于 满足 严格 Legendre-Hadamard 条 件 的 微分 算 子 有 如 下 不 等 式 : 

引 理 6.2 (Garding 不 等 式 ) 设 (ao(z)) Æ Q C 了 ”上 的 一 致 连续 函数 , 又 
RAE o > 0 使 得 


> D alh (s) Enang > ol€? nl, Yz €Q, 


a,8=1 j,k=1 


Ana a 


| 5> 3 alt (2)d,p!Opytda > a [ V(x) as = Co f [BE Pde, 


Q a,6=1 j,k= 1 
vp € C(O, RY). 


证 明 对 于 N = 1, 这 个 结论 是 显然 的 , MA Co = 0. 这 只 要 从 假设 


5 Ap000(2)Ogp(x) > o|Ve(zx)|? 


a,p=1 
出 发 , 在 不 等 式 两 边 积分 就 得 到 了 . 
4 N > 1, WA (alh (c)) 是 常数 时 , 可 以 利用 Fourier 变换 来 证 明 . 让 ”在 
Q 外 定义 为 零 , 使 其 在 全 R EEEX. S 
PE) = f ola) exp (-2ril€, za)dr 
R” 
则 有 
pe E 人 _ day(a) exp (~2ri(€, z)ar)dz 
oe Parsaval 等 式 ， 
Sf oaa wasp" (ods = 4 ey f REP OO 
j,k=1 a, B=1 j,k=1 a,8=1 


> sn?o | lePip(e)tag 
= 2 
=o | lvela)l dx. 
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对 于 变 系数 情形 , 可 以 利用 单位 分 解 , 在 每 个 小 邻 域内 把 系数 冻结 为 常数 , 化 
归 前 面 的 估计 ; 所 得 的 余 项 用 Schwarz 不 等 式 合并 到 右边 第 二 个 积分 中 去 . 因为 
写 起 来 比较 繁琐 又 离 本 课程 的 主题 较 远 , 所 以 略 去 . (有 兴趣 的 读者 可 以 参看 K. 
Yosida, Functional Analysis, pp.175-177.) o 


引 理 6.3 i Le C? 满足 严格 Legendre-Hadamard #44, 即 do > 0, 使 得 
Lys p(t, U pE E Nane > olé? ?, V(a,u,p) € Q x RY x R°. 
又 设 存在 凡 > 0, 使 得 
Qo) >u | lode, Yo ECAR"), 
则 存在 入 > 0 使 得 
Qual) >> | (Vel + leP)dz, ve C(O RN) 
从 而 ug 是 了 的 一 个 严格 弱 极 小 点 . 


证 明 因为 工 满足 严格 Legendre-Hadamard 条 件 , 所 以 由 Garding FER, 
存在 a > 0, Co > 0, 使 得 


i A (Vp. Vp)dr > | [al Vol? — Colpl]dz. 
Q Q 


从 
Quo (p) = [law (Vy Vo) + 2B,, (Ve: p) ae Cas (p i y)|\dz, 


推出 有 正常 数 C1, Co, 使 得 


a | [Vol?az 
Q 


1/2 1/2 
< Qual) + Ch (( f Velaz) ( f oan) +f ar) + Co f whas 
Q Q QR Q 


<2 f IvePdt + Qu(~) +C | lopaz. 
Q Q 
再 应 用 
人 IazsA Qu (p), 
得 到 
| etw)Par < Ža + Cu) QC) 


§6.4 Jacobi % . 8&9 . 


联合 这 两 个 不 等 式 , 存在 入 > 0 使 得 
Quo) >A | (Vo + lpP)dz 
根据 定理 6.2, wo 是 了 的 一 个 严格 弱 极 小 点 . E 
我 们 再 从 “特征 值 ” 的 角度 给 出 严格 弱 极 小 点 的 一 个 判断 . 
设 uo € CHQ, RY) Æ I W E-L 方程 的 解 . 我 们 把 
Mi = inf {Qu lp) [P E CHR”), | \pla)Pae = 1} 
PH Jacobi 算 子 的 第 一 特征 值 ( 详 见 第 十 二 讲 ). 


定理 6.3 ik L eC? 满足 严格 Legendre-Hadamard 条 件 , LI uo E M Æ 
了 的 一 个 弱 极 小 点 , 则 Ai SO. 如 果 入 > 0, 那么 uo 是 了 的 一 个 严格 弱 极 小 点 . 


证 明 事实 上 , 若 Xi < 0, 则 Ayo € Cil, RYO}, 使 得 
入 1 2 
uo Ta d 0. 
Qus(e0) < 全 /mpPaz< 
这 与 (6.6) FB. 

F 和 1 > 0, 则 

At 2 1 N 

Qu (P) È af lp(z)| dz, Vp € C (Q, R”). 
Q 

由 引 理 6.3 直接 推出 u 是 严格 极 小 点 . a 


注 6.3 ( 强 极 小 ) 对 于 多 重 积 分 的 变 分 问题 也 可 以 定义 Weierstrass wt iE A 
数 EL € CHQ x RY x RY x RY, R!) 来 描写 的 强 极 小 的 必要 条 件 . 令 


EL(£,u, p,q) = L(x, u,q) — L(x, u, p) Soas Di) Lp; (2,4, p). O 
a=1 i=1 


我 们 有 
定理 6.3 设 uo E€ CHQ, RY) 是 了 的 一 个 强 极 小 点 ， 则 
EL (x, Uo(x), Vuo(z), Vu(xz) + 7) > 0, Vr E€ Q, Yr = (r$), rank(r) = 1. 


a 


证 明 的 思想 和 一 元 情形 类 似 , 但 麻烦 得 多 , 本 书 从 略 . 
当 n > 1 但 N= 1 时 ,也 有 类 似 的 强 极 小 的 充分 条 件 (Lichtenstein 定理 ), 参 
看 [GH] p.390. 
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题 
设 I(u) = 人 所 V1I+ 妇 +wdzdy Yp € CH(Q), 分 别 求 第 一 与 第 二 变 分 


ôI (u, p), 6°T(u, p). 


. 设 g = (gap(£))i<a ssn 是 有 界 闭 区 域 O 上 的 一 个 连续 正定 矩阵 函数 , 记 


det(g) 为 其 行列 式 , (9"' (z)) WEEE. & 


= a) > g” (x) Oqu(x)Opu(x) det(g)dzl --- dan. 
nu B=1 
(1) REM EL 方程 . 
(2) B y € C1(AO,R"), uo € M := {v € C1(Q,R!) | vloa =Y} #1 
在 M 上 的 一 个 临界 点 , 求证 uo 是 一 个 弱 极 小 点 . 
(3) 求 Juo: 


I(u) = /lvuP -lula (< p,q <0) 


的 E-L 方程 . 设 up 是 一 个 临界 点 , R Jao 


. u E€ C1(R4) 满足 波动 方程 Ou = 0. fal u 是 不 是 泛 函 


I(u) = f [(O,u)? — |V,u|?|dtdr,dr2dzrz 
R4 


的 临界 点 或 极 小 点 ? 


. 设 Fe C?(R!,R!) 满足 | 本 的 | < Ai Q 上 零 边 值 Laplace 算 子 的 第 一 特征 


Haye Í [alvuP + | ie 


设 we Cy(Q) 是 工 一 个 临界 点 , 求证 它 是 一 个 极 小 点 . 


EN C R 是 一 个 平面 区 域 , > 是 一 个 常数 , f e LO), M = {we 


C7(Q,R!)|wle = Owlo = 0}, 其 中 ô, 表示 法 向 导数 . 写 出 下 列 泛 孙 的 
E-L 方程 : 


I(w) = ic + Wyy)? — v(Wa2Wyy — Wry) + fwldrdy. 
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函数 极 值 问题 包括 无 条 件 极 值 问题 和 (A) 条 件 极 值 问题 ; 在 泛 函 极 值 问题 中 
也 有 无 条 件 极 值 问题 和 (A) 条 件 极 值 问题 . 不 过 在 变 分 问题 中 , 约束 的 形式 更 加 
多 样 化 了 . 


87.1 ”等 周 问题 


所 谓 等 周 问题 是 指 : 给 定 一 个 目标 泛 函 (M, 了 )， 一 个 约束 泛 函 (M, N) 以 及 
一 个 给 定 的 常数 c, 我 们 要 求 在 条 件 N(w) = c ARF, KZE I 达到 极 小 值 的 必 
要 条 件 和 充分 条 件 , 即 


min{T(v)|u E€ M, N(u) = c}. 
下 面 这 个 例子 是 等 周 问题 名 称 的 由 来 . 


例 7.1 (等 周 问题 ) 在 平面 上 给 定 封 闭 曲线 的 弧 长 , 问 什么 样 的 曲线 围 成 的 
面积 最 大 ? 
我 们 用 参数 方程 来 描写 一 条 封闭 曲线 : 


=. 
y = y(9), 
其 中 0 < 9 < 27 是 参数 . 此 曲线 围 成 的 面积 是 


1 27 
A= ;/ (zy — yx')dé, 
2 Jo 
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2a 
L= J yV T? + vy2d0. 
0 


如 果 给 定 弧 长 为 ,那么 我 们 的 问题 就 是 在 约束 L = 1 之 下 , 求 曲线 
(x(0), y(0)) 使 泛 函 A 达到 极 小 值 . O 


我 们 先 回顾 一 下 在 数学 分 析 中 函数 的 条 件 极 值 是 怎样 求解 的 . 设 f,g E 
C!(Q,R!), Q C R 是 一 个 开 集 . 设 gH) A Oo. 如 果 zo € Q 在 约束 条 件 
g(zo) = 1 下 使 得 函数 f 达到 极 小 值 : 

f (Zo) = a f(x), 
那么 我 们 可 以 用 Lagrange 乘 子 法 , 把 条 件 极 值 问 题 转化 为 无 条 件 极 值 问 题 去 处 理 . 
也 就 是 说 , 存在 一 个 Lagrange RT Ac R!, 使 得 


Vf(z0) + AVg(zo) = 0. 


Lagrange 乘 子 有 明确 的 几何 意义 : 如 果 M = g 1(1) 是 一 个 微分 流 形 ， 那么 
Vg(z) 与 它 在 点 (z,9g(z)) 的 外 法 向 平行 . 我 们 把 f 限制 在 M E, E f = fla. 


它 的 微分 

afe) = V4 2) - FO A vale). 
在 极 值 点 上 应 满足 

df(z)=0 <= Vf(z) + AVg(z) = 0， 
其 中 


_ _Vf(z): Vgl(z) 
\|Vo(x)||? 

是 —V f(x) 在 单位 外 法 向 量 Vg(zx)( 当 ||Vo(z)|| = 1 时 ) 上 的 投影 . 

这 表明 引入 Lagrange RTF 和 以 后 , 条 件 极 值 问题 的 解 是 调整 后 的 函数 f+ Ag 
的 稳定 点 (临界 点 ). 

泛 函 的 条 件 极 值 问 题 也 可 以 通过 Lagrange 乘 子 法 将 其 转化 为 另 一 个 证 函 的 
无 条 件 极 值 问题 . 我 们 有 下 列 

定理 7.1 给 定 L,G € CQ x RN x R), p € CHOQ, RY), M = {ue 
C1(9, RY) | ulao = p}. 定义 M 上 的 泛 函 


iG = 人 L(x, u(2), Vu(x))dz 
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N(u) = f G(x, u(x), Vu(x))dz. 
Q 
设 c 是 一 个 常数 使 得 N-!'(c)j 中 MM 关 CB. 若 uo EM 是 I 在 约束 N(u) =c 
下 的 弱 极 小 点 , PP 
T(wo) = I(u), 


LË Ayo € C(O, RY), 使 得 ON(u, po) 40, B IA € R! HA 


min 
uEMNN-1(c) 


5I(uo, p) + ASN (uo, p) =0, Ve € Co (Q, R”), 


Bp, eS 
Q=I+AN 


为 调整 后 的 Lagrange 4, 则 wo 满足 对 应 于 Q 的 EL 方程 


2, Oa Qpi, (x, Uo(x), Vuo(x)) = Qui (x, uo(x), Vuol(x)), 


(7.1) 
i=1,---,N. 


证 明 注意 到 YH ON (uo, yp) 是 线性 的 , 不 妨 设 ôN (uo, Yo) = 1. 
我 们 在 函数 空间 上 把 N-!(c) OM 看 成 一 个 超 曲面 . 如 今 对 于 与 wo 线性 无 
关 的 任意 p € CEQ, RY), 考虑 通过 点 uo, 向 量 wo SHS 所 张 成 的 平面 ( 见 图 
7.1) 
T= {up + Ep + Tyo | (e€, T) € R°}, 
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以 及 在 x EIR N 分 别 导出 的 两 个 函数 


P(e, T) = I(uo + ep + Tyo) 


P(e, T) = N(up + ep + To). 
注意 到 


亚 (0,0) = N(uo) =c, U,(0,0) = N (uo, Yo) = 1, 


当 eo, To > 0 充分 小 时 , 我 们 就 可 以 在 R = (—€0, €0) X (—70, To) 上 应 用 隐 函 数 定 


理 : alg E€ C*(—€0, £0), 使 得 (e, €(e)) ER 是 方程 
W(e,T)=Cc 
在 R 中 的 唯一 解 . 这 表明 
V(e,é(e)) =c, £(0) = 0, €£(0) = —Y.(0,0) = ~—6N (uo, 9), 
从 而 在 小 的 玉 内 ， 
N7'(c)Nm = vo + ep + E(E) Go. 
A 
g(é) = I(uo + ep + é(e)po). 
AA v = uo 十 sp 十 Tpo E M, 
lv ~ voller < iellele + I7|llvolles, 
而 uo 是 泛 函 I 在 MnN-!(c) 上 的 弱 极 小 点 , 所 以 当 £o, To 足够 小 时 ， 
Ble, €(e)) > (0, 0), 
即 , 0 是 9 的 极 小 点 . 
由 此 推出 
0 = g'(0) 
d 
= £.8(¢, €())leao 
= ©, (0,0) + &,(0, 0)é’(0) 
= OI (up, p) + AON (uo, p), 


(7.2) 
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其 中 
入 = —6,(0,0) 
与 p EX. HS Q=I+AN, (72) 就 是 泛 函 Q HEL 方程 
divQ,(z, uo(x), Vuo(7)) = Qu(z, uo(x), Vuo(z)). 口 
注 7.2 我 们 也 把 和 称 为 Lagrange KF. 口 


注 7.3 可 以 考虑 多 个 约束 的 泛 函 极 值 问 题 : AE L,G,- ,G™ € Cx 
RY x RY), 函数 集合 MC C10, RY), 以 及 实数 cl ca ,cm. 令 


De f beai uae 
Q 
N;(u) = | G'(æ,u(2), Vu(@) de E 
Q 
如 果 u e M EZR I HAR 
f Gİ (x, u(x), Vu(z))dz =c; (j =1,2,---,m) 
2 
下 的 极 小 点 , 又 如 果 dy, E€ CHQ, RY), k = 1,2,- -m 使 得 det(aj) #0, 其 中 
ajk = ON;(U, Yr) 


= 人 [(G2 (x, u(x), Vu(z)), pa (2)) + (Gia, u(x), Vu(z)), Ver (2))|da 
(j,k = 1,--- ,m), 
那么 便 有 Lagrange RF A1, 和 2,… Am, 使 得 u 满足 对 应 于 调节 后 的 Lagrange 
PEP 
Q =I + AN + AN2 + +++ + AmNin 

的 E-L 方程 . 口 

例 7.1 (等 周 问题 续 ) 由 定理 7.1, 我 们 引入 Lagrange RF, 考虑 调整 后 泛 函 
的 E-L 方程 

I(z,y) = A(z, y) + AL(z, y), 

得 到 


-r = (4) 
Va +y?) 
x! ’ 
(pi) 
Val? +y? 
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解 出 来 得 到 
rz—ci=—AM 
y 一 2 = dS 
其 中 c1, cz 是 常数 . 这 是 圆 的 方程 : 
(x — e1)? + (y - ce)? =’, 
其 半径 >= 入 = 去 , 而 圆心 是 任意 给 定 的 点 (ci c2). 口 


例 7.2 (特征 值 问题 续 ) 在 第 一 讲 中 我 们 曾经 提 到 过 如 下 的 条 件 极 值 问题 : 
给 定 区 域 0 CR 上 的 一 个 有 界 连续 函数 ge C(O), ENZA 
rw) = | |VuPdz, NO) = | ah Par, M = CO) 
Q Q 
$ 
min{I(u)|u e€ M, N(u) = 1}. 


按 定理 7.1, 引入 Lagrange RT A, WEZA Q = p 一 Aq(x)u? 对 应 的 E-L 方 
程 是 
—Au = dqu. 


这 里 的 入 IE Laplace BF 一 人 对 应 于 权 函 数 q 的 特征 值 . 
如 果 uo © M 是 满足 约束 N(u) = fo o(z)|u(x) Pde = 1 的 一 个 极 小 点 , 那么 
à = fo |Vuo(x) da + 0, 使 得 


—Auo(x) = Aq(x)uo(Zz). 


这 个 极 小 点 uo 是 Laplace 算 子 A 对 于 权 函 数 g 的 一 个 特征 函数 , 而 Lagrange 
FEF 入 正 是 相应 的 特征 值 . 
事实 上 , 引入 Lagrange 乘 子 A, 调整 后 的 Lagrange 函数 导出 的 泛 函 


Q(u) = /YuoP- slay (olde 
Q 
的 所 有 临界 点 都 是 特征 函数 . 口 
$7.2 BAHR 
等 周 问题 中 的 约束 是 积分 形式 的 约束 , 还 有 一 类 约束 是 逐 点 的 . 
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例如 , 给 定 一 个 函数 M € CA x RN x RY, R!), 我 们 要 在 M H, 并 且 在 逐 
点 约束 
M1(zuz)Vuz))=0 (Vr € 2) 


的 条 件 下 , SRY ek 
iaa f Eua ue 
Q 


的 极 值 . 
大 家 自然 要 问 , 现在 还 有 没有 类 似 的 Lagrange 乘 子 法 可 用 ? 下 面 我 们 只 对 完 
整 (holonomic) 约束 的 情形 , 即 当 M 仅 依 赖 于 u (不 依赖 于 p) 时 , 讨论 这 个 问题 . 


定理 7.2 设 人 CR" 是 一 个 有 界 闭 集 . 设 LeC?(00xRNxR"N,R!),M e 
C?(R,R'),p € Ci(00,RNY M = {u € PWC1(O,R™) |ulan = p}. RR 
Uo E M 是 在 上 述 约束 下 的 一 个 局 部 极 小 点 , 并 且 在 有 限 个 (n 一 1) 维 逐 片 C1 的 
(n 一 1) 维 超 曲 面 之 外 是 C2 的 . wR Ve EN, VM (up(z)) 40, 那么 存在 一 个 连 
续 函 数 A c C(O), 使 得 uo 满足 对 应 于 调整 后 的 Lagrange BH Q=L+AM 的 
E-L 方程 : 


(7.3) 


证 明 我 们 要 逐 片 地 构造 局 部 连续 函数 A, 然后 把 它们 粘连 起 来 , 成 为 一 个 在 
Q 上 整体 定义 的 连续 函数 . 

1. Yzo E 1,5 ER B,(x0) C Q, 14 Vi (M(uo(x))) 4 0, Yz € B(xzo). 因为 
VaM (uo(z)) - Vuo(x) = Va(M(uo(z))), PU VuM(u) 4 0,Vu € uo(B,(z0)), 
Vuo(x) #0,Va € B,(xo). 不 失 一 般 性 , 可 设 Mun (uo(x)) 4 0, Vr € B (xo). 如 
果 使 用 符号 去 = (ul, ,uN-!), 那么 便 可 以 解 出 wx = U(t), EF U 是 一 个 0? 
函数 ( 见 图 7.2). 
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我 们 采用 记号 : 


5 = ( ale a ae 
on a/l<agn ? 


以 及 


2， 因 为 u 是 一 个 极 小 点 ， 由 局 部 化 原理 : 当 把 了 的 积分 区 域 限制 在 
B,(to) EE}, wo|B,(zo) 还 是 极 小 点 . 如 若 不 然 , 则 存在 ve PWC'(B,(a0)), 使 得 
vV|aB,(zo) = UolaB,(20)» 并 且 


上 Dw Vo) <x Í emo Tai 
B,(z0) 


B, (z0) 


那么 我 们 在 B.(xzo) 上 用 u(x) 替代 wo(z) 得 到 一 个 新 的 逐 片 可 微 函数 , 其 了 工 值 比 
T(uo) 更 小 , 这 与 uo 是 极 小 点 矛盾 . 


今 
A(z, ù, P) = L(z, u, U (a), ob, p”), 
因为 uo 是 在 约束 M(u) = 0 下 工 的 极 小 点 , 所 以 如 必 是 
J 四 = f Aa, aa), Via))dz 
B, (xo) 
的 极 小 点 . 后 者 的 E-L 方程 是 
Ay: = divA,:(z, a(x), Vu(z)), i=1,---,N—1, 


即 


Lut Lun Us EL 


OPN l 
T = DE ae (Lp: +LpyUy:), i= 1,- , N—1. (7.4) 


APY S PU , Uy 


7 | 
~ Ora 


Out 3 Ou’ Ou) k 


(7.5) 
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据 (7.5), (7.4) 右 端 等 于 


/OL OL yn 
> ( Pa tUi DA Fe epee ) 


TEE La Xa La 
_ Z OL OLpy OPN 
es (Gab + Oe GE + be Ge 
于 是 (7.4) 化 为 
~ OLpy = ~~ OL pi. 
Lu + Ui 区 | 一 2, Ole ) (7.6) 
注意 到 
M (to, U(tio)) = 0, 
微分 后 有 
M, 十 Mn Uy, = 0, 
Bp 
Mi 
Us = FE (7.7) 
Se aii, (7.8) 
将 (7.7) 和 (7.8) 代入 (7.6), 得 到 
Ly —divEy +My =0, i=1,---,N-1, (7.9) 


合并 (7.8) 5 (7.9) 就 是 在 B,(zo) 上 局 部 的 E-L WE (7.3). 
3. 由 于 O 是 紧 的 , 所 以 存在 上 述 小 球 {B,(£0)| zo € Q, r = r(zo)} 的 一 
个 有 限 开 覆 盖 , 以 及 每 个 球 上 定义 了 的 A|Bp,(zo): 设 在 Bi,(z1) 上 Mun 4 0, 而 
在 B.,(z2) 上 Mu #0. RITA AlB. (zs) = m (divLps — Lu), 而 A|B, (21) 的 
是 (7.8) 中 的 A, 那么 当 两 个 这 样 的 小 球 有 非 空 s 交 时 (By, (21) N Br, (x2) # 2), 
(7.9) 即 得 


和 la zi) = MB (22): 
我 们 把 这 些 A|B,(z。) 粘 接 成 一 个 整体 的 连续 函数 入. 这 正 是 所 要 的 结论 . 口 
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注 7.4 和 等 周 问 题 一 样 , 我 们 也 可 以 考虑 不 止 一 个 约束 函数 的 情形 . 只 要 约 
RAE Milu) = M2(u) =--- = M,(u) = 0 满足 


ok (MD), vee, 


这 时 调整 后 的 Lagrange RCE 
Q=I+ 3 AiMi, 
其 中 Ne C(Q), i=1,...,s. 7 口 
注 7.5 如 果 约 束 函 数 还 依赖 其 他 变量 , 那么 我 们 称 之 为 非 完 整 约束 . 对 于 带 
非 完 整 约 束 的 变 分 问题 还 有 没有 Lagrange 乘 子 可 用 ? 这 方面 的 情况 比较 复杂 , 有 


兴趣 的 读者 可 以 参看 Giaquinta, Hildebrandt 的 书 [GH]. 其 中 的 一 种 特殊 情形 , 称 
为 最 优 控制 问题 , 我 们 将 在 第 三 部 分 介绍 . 口 


例 7.3 (再 看 球面 上 的 测 地 线 ) 我 们 曾经 从 无 约束 极 值 的 角度 讨论 过 球面 上 
的 测 地 线 问题 , 现在 换 一 种 看 法 , 把 球面 看 成 约束 
ty tz shb 
RZE f 
I(u) = f Ve? +Y? + 22dt 
在 这 逐 点 约束 条 件 下 的 极 值 . 
S u = (2,y,z),p = (€,n,¢). 51A Lagrange RT X(t), 得 到 调整 后 的 


Lagrange 函数 
Q= Vee +n 4+ C2 +a? +y? +2’). 


它 的 EL 方程 是 ee 
u 
— | = 2A 
a (a) i 
还 要 满足 ||ul| = 1. 
由 于 
d fut df ù ù du ù 
ah a (ia) Xt Taya aaa. ieee ae 


即 得 v = fy x wv 是 常 向 量 . 
这 表明 ulv, 即 测 地 线 u 必须 位 于 垂直 于 常 向 量 v 的 平面 上 , 因此 这 条 曲线 
必 是 大 圆 的 一 部 分 . 口 
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例 7.4 在 斜面 z = y 上 , 求 质量 为 1 的 质点 受 重力 作用 的 运动 方程 . 把 这 质 
点 的 坐标 记 作 (x,y). Lagrange 函数 是 


L= sp + 9)— gy, 
其 中 9 是 重力 加 速度 , 约束 是 
M(x,y) =y—2=0. 
调整 后 的 Lagrange 函数 是 


1 
Q=I+AXM=5 +4") — gy + Ay — 2). 


相应 的 E-L 方程 是 
ste, OF dp 
Ox Ba aoe. 
cs Ss A 
ek carr a dt 


(AA x = y, 所 以 A = g/2. 解 出 得 到 : 
r=y= -5A + ż(0)t + x(0), 
其 中 A = g/2. 口 
例 7.5 (到 球面 的 调和 映射 ) i O 是 R3 中 的 单位 球 , S? 是 R? 中 的 单位 球 
H, u = (ui, us, ug): 2 4 92. WR u 是 下 列 约 束 极 值 问题 的 解 ， 
min{I(u) | M(u) = 0}, 


其 中 


3 3 
ae | \Vul2de = | SY oildz, 
Q Q; 


i=1 a=1 


M(u) = |u? — 1 = u? + u? + uż- 1, 


那么 我 们 把 它 称 为 是 从 单位 实心 球 到 单位 球面 的 调和 映射 . 求 这 个 调和 映射 v 满 
足 的 微分 方程 . 
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解 ” 写 下 调整 后 的 Lagrange 函数 对 应 的 E-L 方程 : 
—Au; = Au, 
其 中 A È Laplace 算 子 , 而 Lagrange RF 和 是 一 个 连续 函数 . 由 
uj + u? +u = 二 1， 


求 导 得 到 
(u, Vu) = 0, 


Hep (e) 是 R? 中 的 内 积 . 再 求 导 又 得 到 
(u, Au) + |Vul? = 0. 
在 前 面 的 E-L FEA A u, EA 
à = — (Au, u) = |Vul?, 


Bp 
—Au = u|Vu}?. o 


87.3 ” 变 分 不 等 式 


除了 等 式 约束 外 , 还 有 带 不 等 式 约束 的 变 分 问题 . 


例 7.6 (障碍 问题 ) OCR? 是 平面 上 的 一 个 有 界 开 区 域 . 

作为 边界 , 给 定 一 个 函数 pe C (69). 

作为 障碍 , 给 定 一 个 函数 y E CA). 

作为 外 力 , 给 定 一 个 函数 f € C(O). 

E Q E, 我 们 考虑 一 张 薄膜 , 它 的 边界 固定 , uloa = p, 受 外 力作 用 , 但 不 得 越 
过 障碍 , u(x) < y(x), V2 € 0. 国 


变 分 问题 的 提 法 如 下 : 求 薄膜 的 平衡 位 置 
u E€ M = {u E€ PWC'(Q) | ulan = p}. 


在 不 等 式 约束 下 ， 
u(x) < w(x), Vr EN, veM, 
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(RANA ABUL 
1 
Hu) = f [3I - ev de. 


一 般 地 说 , 作为 定义 域 M, 给 定 一 个 在 ACR 上 定义 的 函数 集合 , 再 给 定 
M 的 一 个 凸 子 集 C, 以 及 一 个 Lagrange eee L, RITR 


min frw = | L(z, u(x), Vu(x))dz |u € c} ; 
Q 
设 w EC 是 一 个 极 小 点 . 我 们 要 导出 一 个 与 E-L 方程 类 似 的 关系 . 事实 上 ， 
因为 C 是 凸 集 , Vv € Citv+(1—t)ue C, vt € [0,1], 所 以 
I(tv + (1 — t)u) > J(u), Vte (0, 1). 


由 此 推出 
ôI (u,v — u) = jim (tv + (1 —t)u) — I(u)] > 0, 


BI Vu EC, 


Iie u(x), Vua oa) — ule) 
+L,(x, u(x), Vu(x)) - (Vu(x) — Vu(z))]dz > 0. 
注意 BL 方程 与 它 的 差别 仅 在 于 前 者 是 一 个 等 式 , 而 后 者 则 是 一 个 不 等 式 . 所 以 
我 们 把 它 称 为 变 分 不 等 式 


回 到 障碍 问题 , C= {u e PWC(O) | u(x) < yle), Vr € 1, vlan = p} 是 一 
SRE, 所 得 的 变 分 不 等 式 是 


/uve —u)—f(v—u)]dz 2 0, Ww € C. 


J 题 
1. 求 
min{I(u) |u € C'[0, 1], u(0) = 0, u(1) = 2, N(u) = Ly, 
其 中 
Ove | poa N(u) = | u(t)dt. 
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2. (Dido 问题 ) 求 
E OO 
其 中 ， ， 
[ays - mae. NOS | (1 + ù(t)?) dt. 
3. 确定 在 等 周 约束 fr t)dt =1F, 


wen iË (E) + a(d 


的 E-L 方程 , 其 中 p,q,7 都 是 la b) 上 的 连续 函数 , u 满足 边 值 条 件 : u(a) = 
u(a) = u(b) = ù(b) = 0. 


4. KZA 


I(u) = | (2 + i2)dt, M = {(u1,u2) € CHO, 1), R?)} 


在 约束 

w+(u—t)=0 
下 的 极 值 . 

5. Æ QCR”, u: 9> R”, NE G e CR”) WE VG(u) #0, Vu€G-1(1). 
4 
= 2 
Tay = I ivaa dz 
求证 约束 变 分 问题 
min{I(u) |G(u(z)) = 1, Vz € Q} 

的 E-L 方程 是 


a Ge. 1=1 N, 


》 ye kus U) Oo u* Oa ul 


k,j=la=1 
A= 


|VuG(u)|? 
这 是 到 超 曲面 G(w) = 1 的 调和 映射 方程 . 
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6. 设 Q CR 是 一 个 有 界 开 区 域 , u: QR 是 曲面 的 非 参 数 方程 , 有 给 定 的 边 
值 : ulon = Y (Y 是 一 个 连续 函数 ), 其 面积 为 Alu) = Jall + Vur) ?) de, 
其 下 方 体积 为 V(w) = /u(x)dz. 求 在 给 定 下 方 体积 为 Ww 的 条 件 下 , 使 面积 
达到 极 小 值 的 曲面 应 满足 的 方程 . 

7. WX = (Xi(wu,v), X2(u, v), X3(u, v)), Y (u,v) € B := {(u, v) |u? +v? < 1} 
是 曲面 S 的 参数 方程 . 


3 
D(X) = 5 [| SIVx'Pdude, 
i=l 
V(x) = 5x ‘(Xu A Xy)dudv. 


求 在 约束 条 件 V(X) = Vo F, 使 D(X) 达到 极 小 值 的 曲面 8 满足 的 方程 
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物理 学 和 力学 中 经 常 遇 到 各 种 守恒 律 , 例如 能 量 守 恒 、 动 量 守 恒 、 角 动量 守 
Æ. E. Noether 注意 到 之 所 以 会 产生 这 些 守恒 律 , 都 是 因为 Lagrange 函数 具有 
某 个 群 作用 下 的 不 变性 . 


§8.1 单 参 数 微分 同 胚 与 Noether 定理 


1. 一 个 特殊 的 单 参数 函数 族 

给 定 一 个 有 界 区 域 人 COR", 一 个 函数 u € CHQ, RY) 和 一 个 Lagrange K 

Z L e C(A x RY x RY). 现在 引入 一 族 单 参数 微分 同 胚 nm :9 Re, € € 

(—€0,€0), 其 中 Q: = 7-(Q) C R” 是 区 域 0 的 一 族 形变 , 并 且 To = id (图 8.1). 
假设 

On. (x) 


那么 形变 : 
Y = n-(z) =x + eX (x) +o(e). 
再 定义 v : R” x (—€0,€0) > RY 满足 : v(x,0) = u(x). BIAS RA 
Ve = v(-,€) : Q. => RY, (y, E) € Qe x (一 so €0). 假设 


Due(Z) 7 
a la p(z). 
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在 前 面 我 们 讨论 过 的 变 分 问题 中 , 在 泛 函 的 同一 个 定义 域 M E, 所 有 函数 都 有 相 
同 的 定义 区 域 9, 其 实 这 种 限制 并 不 是 必需 的 , 可 以 让 M 中 的 函数 有 不 同 的 定义 
BRO. 为 了 强调 泛 函 对 区 域 的 依赖 性 , 我 们 记 
I(u, Q) = f L(x, u(x), Vu(x))dz. 
Q 
于 是 在 这 个 函数 族 {ve Q} 上 的 取 值 为 


P(e) = Ive Q.) = f L(y, ve(y), Vve(y))dy 


2 f L(Ne(£), ve(ne(2)), Vyve(ne(x))) det (2 di: 


因为 


EAT (A) = div(X), 


de Ox 
所 以 当 u € C? 时 , 有 下 列 Noether 恒等式 : 


E= 


6'(0) = 人 [3r LX° + Luy’ + Ly: pia + LdivX]dz 
= f [div(LX) + Lu’ — Oa(Lp: )y! + div(Lyy')|da, 
Q 


Bp 
&'(0) = 人 [Ey (u)y + div(LX + Ly p')|de. (8.1) 
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2. 一 般 的 局 部 单 参数 变换 群 
现在 我 们 在 “ 相 空 间 ”( 即 z u 同时 变化 的 空间 ) 中 作 形 变 . OCR. 又 
设 {9e}: Ax RY > R” xR, |e] < so 为 满足 


Y(¢,u,0) =a, 
W(z,u,0) =u 


的 一 族 映 射 (x,u) +> (Y (x,u, €), W(2,u,€)), 我 们 把 它 称 为 局 部 单 参数 变换 群 . 
它 有 生成 向 量 场 


n N 
dpe| _ à ð : a 
de e=0 >, X (z, u) Ox + 2 U (x, u) aut’ (8.2) 


因此 


ea = ZY (e, u, e)| > 
U(a,u) = 2w(e, u, e)| 


如 今 Vu € CHQ, RY), 我 们 要 把 它 转化 到 前 面 所 说 的 特殊 的 单 参数 函数 族 去 . 


A 
pre e) = Y (z,u(2),€), 
w(x,£) = W (z, u(z),¢), 
则 
=r 
再 令 


(8.3) 


引入 变量 
y =n(7) = n(z,e) = £ +X (x) + o(e) 
以 及 区 域 的 形变 Q。 = ne(Q), 则 nc :9 Oe EA AU. 
CAWR € = no, 从 而 有 


x= €(y)=y—eX(y)+o(e), Vy E Qe. 
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又 导出 一 族 映射 


ve(y) = v(y, €) = w(Ee(y),€) = w(x,e), Yy E Qe. 


4 
_ Ov(z,€) = 
p(x) i De a Va € Q, 
推 得 
rr — Ov(n(a, €), €) = = ya 
eee cae bee = p(x) + 2 au(1) X” (1), 


Bp 


(8.4) 


这 样 一 来 , 对 于 给 定 的 u € CQ, RY), 我 们 把 具有 生成 向 量 场 (8.2) 的 一 
般 的 局 部 单 参数 变换 群 pe 转化 到 一 类 特殊 的 单 参数 函数 族 , HX, y 分 别 由 
(8:3), (8.4) 确定 . 代入 (8.1) 就 得 到 在 一 般 的 局 部 单 参数 变换 群 下 的 Noether t 
FA. 

我 们 注意 到 (u, Q0) 在 变换 {98。} 下 表示 为 


I (ve, Qe) = 人 L(y, ve(y), Vve(y) ay. 
定义 8.1 VM CM CO, A (oe = (Mo, €). HR 
T(ve, (Qo)-) = const (RHF €), Vue CH, RY), 

N T AF {b.} 是 不 变 的 . 

事实 上 , 如果 逐 点 有 

L(ne(2), ve(Me(X)), Vyve (ne (2))) det(ne(x)) = L(x, u(x), Vu(a)), 

那么 了 便 是 {0} REM. 

总 结 前 面 的 讨论 我 们 得 到 


定理 8.1 (Noether) 设 局 部 单 参数 变换 群 {be} 是 由 向 量 场 (8.2) 生成 的 ， 
LRA 
Iu) = | Le, us), Vu(2))de, 
Q 
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R] Vu € C?(Q, RY), 有 Noether 恒等式 (8.1), 其 中 


X(x) = X(z,u(z)), 
U(x) = U(z,u(z)), 


pa) = Da) -5 ERa). 


ðr” 
a=1 


如 果 泛 函 了 关于 {8。} 是 不 变 的 , 那么 


在 这 里 我 们 需要 用 (u(x), Vu(x)) RA L, Lp 中 的 (u,p). 


进一步 , 当 u e 0? 是 了 的 弱 极 小 点 时 , (n 一 1) 形式 
n N n 
DD aioa (0-5) dz! A++- A Âr% N+ n da” 
a=1 i=l B=1 
是 闭 的 , 即 
dv = 0. 
推论 8.1 Sn=1h, KR {0} A RY 上 的 单 参 数 局 部 变换 群 , 其 生成 向 量 
场 为 U (这 意味 着 天 =0), 若 了 关于 {p} 是 不 变 的 , 并 且 EC 是 了 的 一 个 弱 
极 小 点 ， 则 
> pe (t)) Lp: (t, u(t), w(t)) = const. 


推论 8.2 Hn=-1LAarH ( 即 工 与 t 无 关 ), 则 对 于 了 的 EL 方程 的 解 
= const. 


N 
(z a > Ins 
i=1 (u,p)=(u(t),u(£)) 


iE AA Peas 我 们 有 单 参 数 局 部 变换 群 ye, 其 生成 回 量 场 为 X =1,U =0, 
所 以 p = %. 口 


88.2 ”能 动 张 量 与 Noether 定理 


X n = 1 时 , Lagrange 函数 L 的 Legendre 变换 是 Hamilton 函数 H. L 5 
H 在 公式 中 常 处 于 对 称 的 地 位 . 当 n > 1 时 , 因为 p 不 再 是 回 量 而 是 一 个 张 量 , 所 
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以 我 们 引进 Hamilton 能 量 动量 张 量 (简称 能 动 张 量 ) 来 体现 这 种 对 称 性 : 
T(z, u,p) = (T2(x,u,p)), 
其 中 
N 
Te =) pi Ly, — 68L. 
t=1 


这 就 是 说 , T 的 每 个 分 量 都 是 工 的 Legendre 变换 . 在 这 个 意义 上 , Hamilton 能 动 
张 量 是 Hamilton 函数 在 高 维 的 推广 . 


例 8.1 设 
i ae 1 
L= 2 ( » GpyPBP> 一 ur = 5 (Po — pi — P3 — P3 — Mu”), 
B,y=0 
其 中 Joo = 1, gii = =1, i= 1, 2, 3, 而 gey 0, B FY; 则 


3 
Ts = 》 JayPoPy = bap. 


= 
特别 地 ， 
Te = S(t r++ P+ Mw), T3 = pops, 6=123 D 
FA Hamilton 能 动 张 量 , Noether 定理 最 后 又 可 以 写成 : 
定理 8.2 ik Le? xR xR, R!) 又 设 
Haye f L(x, u(x), Vu(2))dz 


关于 局 部 单 参数 群 {be} 是 不 变 的 . Suc C?(O,RY) 是 了 的 一 个 弱 极 小 点 ， 则 


简单 记 作 


div (LyU" 一 TX) =): 


例 8.2 SRI 个 质点 mi,… ,mi 的 质点 系统 : 位 置 坐标 X = (X, 
-Xi 其 中 X; = (zi, yi, a(l < i <l) 是 第 i 个 质点 的 空间 坐标 . 
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动能 是 


foes Te Ce 
T= z2 my Bol = 5 omi + i; + 4), 
j=1 


j=l 


位 能 是 


V=-k S NE/ 
> |X; — Xj| 2 [zi — 23)? + (ys — yy)? + (zi — 25)?!” 


i<j i<j 


Lagrange PAE 


p27 =V 
对 应 的 泛 函 是 
ti 
(X) = f L(X(t), X(t))at. D 
to 


。 空 间 平移 群 {9.}. 
设 {5S。} 是 空间 坐标 依赖 于 参数 s 的 一 族 变换 : 


Xi; 一 Li +E, Yi = Yi, Ži = Ži, l<i<l. 


因为 L 不 依赖 于 t, 所 以 了 关于 {S.} 是 不 变 的 . 对 应 的 生成 向 量 场 X = 0, U = 
(ei,… ,€1), P! = mj,a,(t), 其 中 el = (1,0,0). 此 时 由 Noether 定理 得 到 


^ P} = const. 


i=1 


同 理 , 对 y,z EB, 分 别 有 Zi P? = const, } i; P? = const. W P = 
(P*, P?, P°), 这 就 是 


l l 
5 P, = 5 m,X;(t) = const, 
i=1 


i=1 


即 动量 守恒 . 


e 时 间 平 移 群 . 
设 {T.} 是 时 空 坐标 依赖 于 参数 s 的 一 族 变换 ; 
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则 了 关于 {T.} 是 不 变 的 . 如 今 X = 1, U = 0, 由 Noether 定理 得 到 


l 
H = pL, — L= 》 m,|X;)? 
j=1 


i Ee 
| 
< 3 ae 3 [zi — 25)? + (Yi — y)? + (z — z)? 


=T +V = const. 
这 是 能 量 守恒 . 
o 单 参数 转动 群 {RR。}: 


设 {Re} 是 时 空 坐标 依赖 于 参数 © 的 一 族 变换 : 


Yi = —Z,sine+y,cose, %=2%, 1<i<l, 
则 了 关于 {R} 是 不 变 的 . 如 今 
X=0,U= (21,.… ,2), 


l l 
> mi (Yiti 一 LY) = >D Lx, Zi = const. 
i=1 


i=1 


对 于 平面 (y, z), (z, £) 作 转 动 , 也 有 类 似 的 等 式 , 这 就 是 角 动 量 守恒 : 


1 
>》 m:X; 和 人 = const. 


i=1 


例 8.3 考察 一 个 物理 场 , 用 u: R! x RO RY, u= ul) 表示 场 强 分 布 , 其 
中 £ = (zo £1, £2, £3), £o = 是 时 间 坐 标 , Z= (zt 22,23) 是 空间 坐标 . 给 定 一 
个 Lagrange 函数 L : (R! x R?) x RY x RY, SZ RE 


I(u) = f L(x, u(x), Vu(x))dz. 
Q 
例如 ，N = 1. 
1 
L(z,u, p) = 5 (P0 — Pi — Pa — P3 ~ Mw). 


这 是 Klein-Gordon 场 . E 
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根据 狭义 相对 论 , 任何 物理 场 的 Lagrange 函数 应 该 是 在 正 向 Lorentz 变换 下 
保持 不 变 的 . 正 向 Lorentz 变换 是 保持 二 次 型 r? 一 r? 一 x2 一 r? 不 变 的 、 保 时 
间 定 向 的 四 维 时 空 线 性 变换 . 一 切 正 向 Lorentz 变换 组 成 一 个 变换 群 , 称 为 正 向 
Lorentz 变换 群 . 

平移 变换 群 是 正 向 Lorentz 变换 群 的 一 个 子 群 , 它 有 无 穷 小 母 元 


XP = (Carrere 


还 有 U = 0, 所 以 由 Noether 定理 得 


3 
y S00 


a=0 
其 中 
TY = X gapDeuBYu — bay L(x, u, Vu). 
B 
可 以 简洁 地 写成 


divT, = 0, y = 0, 1,2, 3, 


FC T, = (T? oces 
任 取 [ti, to] x Br(0) C R* 作为 积分 区 域 , 有 


| TY (t2, £)dz -| TY (tı, 2)dz +f TY(t, Z): ~ dtdo = 0, 
Br(@) Br(@) [t1,t2]xOBr(O) |z| 


其 中 do 是 二 维 球面 的 面积 元 , |z| 是 z 的 模 . #4 R oo 时 T(t, x), |2| = R, 
一 致 地 趋 于 零 , 并 且 TO(t,.) 在 R3 上 是 可 积 的 , 则 


P,(t) = l T(t, Dd = const, 
特别 地 , 取 y = 0, 
P,(t) = f ad 
= [wwe — E] (t, 2)dz 


1 
= / 5 (cul? + |Vul? + M?u*)dx = const, Vt e Rt. 
R3 
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又 取 = 1, 2, 3, 
BOS f T(t, Z)d3 

R8 

2 J [Lp uz ](t, Baz 
R3 

= J 0,u0,u = const, Vt ERİ. 
R3 


这 是 动量 守恒 . 
除 平移 变换 外 , Lorentz 变换 还 有 如 下 6 个 独立 的 转动 母 元 . 


Euv = Evy) O<cpevess. 


作 变 换 
3 
We De 
v=0 
对 应 的 向 量 场 是 
和 ap dy, 
全 déeap Ea8=0 
= 966% p09 no a gaaZa0np， 0<B<ags. 
我 们 把 
Magy = -De DD sre xe? 
u=0 


PAR AB. 根据 Noether 定理 得 


3 


3 
5 (TA Goin > X Ov (gepT exp 二 Joal 3 Ta) = 0, 


u,v =0 v=0 
推出 
人 Mag,o(t)d% = const, 
V(a, 8), 0 和 6 < a < 3. 这 是 角 动量 守恒 . 


注 8.1 对 于 电磁 场 、 复 标量 场 、Dirac 场 等 重要 的 物理 场 , 它们 的 守恒 律 都 
可 以 类 似 地 由 Noether 定理 推导 出 来 . 由 此 可 见 , Noether 定理 是 一 条 非常 基本 的 
定理 . 口 
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§8.3 Ah 


我 们 顺便 再 来 讨论 泛 函 取 极 小 值 的 另 一 个 必要 条 件 . 以 前 我 们 对 于 一 个 泛 函 ， 
总 是 从 因 变 量 u 变化 导出 泛 函 极 值 的 必要 条 件 : E-L 方程 . 其 实 , 可 以 换 一 个 角度 ， 
把 因 变 量 u 固定 , 让 自 变量 r 变化 . 因为 这 样 也 能 得 到 不 同 的 函数 , 所 以 泛 函 也 要 
跟着 变化 . 现在 我 们 从 这 个 方面 来 描写 泛 函 取 极 小 值 应 满足 的 条 件 . 

沿用 前 面 的 记号 , 设 ne: O 3 O 是 一 个 微分 自 同 胚 ， 

Y = n(x) = x + EX (x) + o(e), 
其 中 X lən =0. Ne 有 逆 变 换 
对 于 给 定 的 函数 u € CHQ, RY) 取 
ve(y) = u(x), 
即 
Ve = Uo és = uon (y). 


从 而 有 


Ive) = | L(y, vel), Yoel) dy 
= f (ra) uo, a Vula) ) det (=) dz. 


Bt (MN, OxX 
(3) >i op oe 


注意 到 


AŚ u € C2 有 


d Be, OO gay LOX 
THe Mlea0= f > = ase Og cae rE ae 


a=1 B=1 i=1 


= [ È |z., — z (L(x, u(x), Vu(x))) + >》 de, > bn. ze) dz 


C 一 1 B=1 i=1 


T OU so 
> di E,(u) (- Fe ) ae (8.5) 


现在 我 们 引入 
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定义 8.2 uc, RY) 称 为 是 了 的 一 个 内 极 小 点 , 如 果 YX cQ, R”), 
2H 1 Hv, 的 变换 下 满足 


d 
ge (es Q)|-=0 = 0. 


FAH UCC 是 了 的 一 个 内 极 小 点 时 , 按 (8.5), 我 们 有 
Ou 
由 此 立 得 


推论 8.2 C? 的 弱 极 小 点 是 其 内 极 小 点 . 


C? 有 内 极 小 点 的 必要 条 件 还 可 以 通过 能 动 张 量 来 表达 . Vu € CQ, RY), 
YX € CHQ, RN), 


[> 


a=1 


Pe Ox, Ox OL 


i=1 


N i Va Va 
Pea oe aa 


OL g 


=- | DS > e + La, (2 ula), Vale) Xda, 
B=1 


a=1 


所 以 有 


“ OTE (x,u u(x 
Sale ule) Vue) 4 L, (2,u(a),Vu(z)) =0, Va=1, 
B=1 B 


作为 上 述 必要 条 件 的 一 个 应 用 , 我 们 有 


例 8.4 ( 保 形 条 件 ) RO 是 一 个 平面 区 域 . 又 设 we C(O, R?) 对 于 D(u) = 
Jo1Yul?dzdy 是 一 个 弱 极 小 点 , 则 


p(z) := |ðzu|? — |3 u|? + 210,udyu 
= x + iy ((x,y) € 2) 的 解析 函数 . O 


证 明 YX = (X1, X?) € CHQ, R?), ERS L = 2a Pal? 不 依赖 于 > 和 
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u, 而 u 是 一 个 内 极 小 点 , 按 公式 (8.5) 的 第 一 个 等 式 ， 


2 2 
| wx = ` y 1 guða X? dxdy 
2 a=1 6=1 

人 [Vu]? (3. X! + A,X?) — ðsu(ðzuð X! + puð X?) 

—0,u(O,u0yX* + dyudyX*)|dxdy 

Z [ [(\Onu|? — ðu]? (3X! — A,X?) + 28,ud,u(O,X? + 8,X)|drdy 

= 0. 
S €=|0,ul? — |ð u|, N = 20,ud,u, BP 

/ [—(OrE + 3n) X' + (OyE — Opn) X?|drdy = 0. 
Q 
因为 X e CEQ, R?) 是 任意 的 , 所 以 


Or + Oyn = 0, 
OyE — Orn = 0. 


这 是 Cauchy-Riemann 方程 . 于 是 $ 是 解析 的 . 口 
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例 8.5 (Clairaut 定理 ) Kl 是 在 光滑 的 旋转 曲面 S 上 的 一 条 测 地 线 ， 
VP €l, 用 r(P) 表示 在 已 点 的 水 平 圆 的 半径 , a(P) 表示 | 与 子午 线 在 点 P HK 
角 , 则 
r(P) sin a(P) = const. 


证 明 用 参数 方程 表示 这 旋转 曲面 : 
(x,y,z) 一 (rcosbrsin0, f(r)). (8.6) 
在 它 上 面 的 一 条 曲线 由 r= 7 (0) 表示 . 因为 弧 长 泛 函 


02 
Los l /r2 + (L+ f(r)2)r2d0 


不 依赖 于 0, 所 以 有 守恒 律 : 


r2 


— = const. 
EEST 
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我 们 注意 到 , 弧 长 的 微分 是 


ds = 4/r? + (1 + f(r)?)r2d0, 


pee = const. (8.7) 
ds 


WAIK s 为 参数 : r=r(s), 0 = 0(s), HA 1 的 方程 便 是 用 r(s) 与 0(s) RA 
(8.6) 中 的 7 与 0,! 的 切 向 量 就 是 


a = (cos0,sin 0, f')i + (— sin 0, cos0, 0)rô. 
而 水 平 的 圆周 方程 是 


于 是 守恒 律 可 以 表示 为 


(x,y,z) 三 (rcosbrsing, f(r)), 
其 中 r = const. EW E 
b = (—r sin 8, r cos 0, 0). 


这 两 个 向 量 夹 角 的 余弦 是 
a:b= el )?0(s). (8.8) O 


然而 测 地 线 与 水 平 圆周 的 夹 角 B(s) = = — a(s), B 
a-b=r(s) se =7(s) sin(a(s)), 
联合 (8.7) 与 (8.8), 我 们 得 到 


7(s)sin(a(s)) = const. 口 


例 8.6 (Pohozaev 恒等式 ) 给 定 有 光滑 边界 的 区 域 人 C R, UK ge 
C(R'), 考察 下 列 非 线 性 椭圆 型 方程 : 


| =0 ”在 0Q 上 . a 
我 们 来 证 明 当 n > 3 时 , 它 的 (C1 弱 ) 解 满足 下 列 恒等式 : 
eos 5 J |Vu| dr 一 mm /caoaz+ F f (x-v)do =0, (8.10) 


其 中 G 是 满足 G(0) = 0 的 9 的 原 函 数 , do 是 ON 上 的 面积 元 , 而 v 是 00 的 单 
位 外 法 向 量 . 
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证 明 Lagrange 函数 
1 
L(u, p) = BP j G(u), 
以 及 M = Co (9). 它们 对 应 的 E-L 方程 正 是 (8.9). 


不 妨 设 原点 0 EQ, Ku € Cil), 考察 O. = (1 十 Ee)Q 以 及 单 参数 微分 同 胚 
Ne : Q > Oe, N-(Z) = (1 + e)z ( 见 图 8.2). + ve : Qe > R}, 


ve(y) = u((1+e)~*y), 
则 X =x, UK 


p(x) = Lua +e)7'2)|en0 = -2 : Vu. 


利用 Noether 恒等式 , 我 们 知道 
E Hoe, Oe) 
= f div(LX + Lpy)dzr 
Q 
= | div [6 一 cd Z 一 Vu(Z， vo dx, (8.11) 
Q 2 
一 方面 , 由 (8.9) 它 等 于 
| wo —nG(u)+2-V (iv 一 G(u)) 
—Au(z- Vu) — Vu- V(x- Vu)| dx 


2 [ [Zivu ~nG(u) + = . Y(|Vul?) — 5 -Ydve 六 一 IVeP] dz 


a f [vu - ne(u)| dz, 
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另 一 方面 对 (8.11) 应 用 Green AR, 注意 到 ulan = 0, 得 到 
__l | Ou 
e=0 2 on 0 


7 IVul2dx —n l Glude + 5 


作为 一 个 具体 的 应 用 , 我 们 取 O CR (n > > a 即 , 从 0 出 
发 的 任 一 射线 与 且 仅 与 ON 交 于 一 点 . 


d 
a1 (ve, Qe 
ge (Yes Ne) 


即 得 


= 0. 


g(u) =u, 
则 方程 
Ban TEQ, (8.12) 


没有 非 零 解 . 
事实 上 , RI Glu) = 2u. # u Æ (8.12) 的 一 个 解 , 则 由 (8.10), 


[| 
an. 


ap (z-v)do = 0. 


AAO 是 一 个 星 形 区 域 , 所 以 z .> > 0. 于 是 我 们 得 到 ula = 学 |ao = 0. 再 由 
Laplace 方程 初 值 问题 的 唯一 性 , 得 到 u = 0. 口 


习 题 
1. i L(t, u,p) = t?(p? 一 3u6). 又 设 pe : R! x RN > R! x RY, EH: 


u 
Y(t, u, €) = (1 + e)t, W(t, U, £) = ETSIA 


求证 : 
(1) 


1 
I(u) = | t? (e — T dt 
是 pe 不 变 的 . 


(2) Æ u Æ I B) E-L 方程 的 解 , 则 


t3 
zu + Pu? + tut = const. 
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2. 设 L= (p+ ku}, 其 中 大 是 一 个 常数 . 又 设 {ye} 定义 为 


Y(t,u,e)=tte, Wt,u,e)=uteae™, aeR'. 


(1) 验证 : I(u) = fo (ù + ku)?dt 是 {p} 不 变 的 . 
(2) Æ u Æ I W E-L 方程 的 解 , 求 RTE. 
(3) 用 转化 为 Hamilton ACHAT ERE u. 

(4) 对 于 这 个 u, 验证 (2) 的 结论 . 


BIH BAK 


89.1 Dirichlet 原理 与 极 小 化 方法 


20 世纪 之 前 的 变 分 理论 是 以 E-L 方程 为 基础 的 , 和 数学 分 析 中 求 函 数 极 值 化 
归 为 求解 临界 点 方程 一 样 , 求解 泛 函 极 值 也 可 化 归 为 求解 对 应 的 E-L 方程 . 

E-L 方程 是 微分 方程 . 当 n = 1 时 , 这 是 常 微分 方程 (或 常 微分 方程 组 ), 只 在 
一 些 特殊 情形 下 , 才 有 可 能 求 出 它们 的 解析 解 ; 当 n > 1 时 , E-L 方程 是 偏 微分 方 
程 , 能 把 一 个 偏 微分 方程 的 解析 解 写 出 来 的 情形 更 是 少 之 又 少 ! 

19 世纪 , 人 们 在 研究 电磁 学 和 复 变 函数 论 中 要 求解 Laplace 方程 


在 Q 中 ， on 
ulan = 
和 Poisson 方程 
oe 在 9 中 ， 
Ulan = P- 


Riemann 保 形 变换 定理 是 一 个 著名 的 例子 : 对 于 平面 上 的 任意 一 个 单 连 通 区 
域 Q, 存在 一 个 保 形变 换 , 使 其 一 对 一 地 映 到 单位 圆 盘 . 为 了 证 明 这 个 保 形变 换 的 
存在 性 , Riemann 把 它 化 归 为 求解 调和 方程 的 边 值 问题 (9.1). 他 注意 到 (9.1) 是 
Dirichlet 积分 (看 成 一 个 泛 孔 ) 


Dae I |Vu(z)|?dz (9.3) 
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在 MM = {ue CHQ) |u lan= p} ER E-L 方程 , 因此 可 以 通过 求 D 的 极 小 点 来 
得 到 方程 (9.1) 的 解 . 

这 个 思想 开辟 了 求解 偏 微分 方程 的 一 条 新 途径 . 如果 一 个 微分 方程 是 某 个 泛 
PRAY E-L 方程 , 那么 我 们 可 以 反 过 来 , 把 求解 偏 微分 方程 的 问题 化 归 为 求 相应 泛 画 
的 极 值 问题 . 

为 了 证 明 这 个 调和 方程 边 值 问题 (9.1) 有 解 , 只 要 证 明 Dirichlet 积分 在 M 上 
FERME. 然而 为 什么 这 个 极 小 值 是 存在 的 ? Riemann 使 用 了 在 19 世纪 中 叶 人 
们 普遍 相信 和 的 Dirichlet 原理 . 

Dirichlet 原理 AWN DAR, 所 以 “ 必 有 ”下 确 界 , B AE” u 使 其 达 
到 极 小 值 . 

“理由 ”如 下 : 取 一 列 函数 {un} C M 使 得 Dun) > infuem D(u). 因为 
{Un} 是 有 界 的 , 所 以 有 收敛 的 子 列 un > Uo. 这 个 uo 就 是 我 们 所 要 的 解 ， 
D(uo) = minem D(u). 

对 于 这 样 的 论证 今天 的 读者 显然 是 不 能 满意 的 . 就 在 Riemann 保 形变 换 定 理 
证 明之 后 不 久 , 人 们 展开 了 对 “Dirichlet 原理 ”的 讨论 . 1870 4F, Weierstrass 通过 
下 例 质疑 上 述 的 论证 . 考虑 下 列 极 值 问 题 : 


woe ie ude, M = {ue C-1,llu(—1) =-1, u(1) = 1}. 


(1) infuem I = 0. 事实 上 ,I> 0, 又 取 


T 
arctan — 
Ue = , Ve>0, 
arctan — 
E 
则 
1 _27 2 2\-1 
E E 2e 
I(ue) < a tan L ae >0, 4e-0. 
E E€ 


(2) Æ u Æ I E M 中 的 极 小 点 , 则 up = 0 > wo = const. 这 与 边 值 条 件 
矛盾 ! 

受过 数学 分 析 严 格 化 训练 的 读者 当然 理解 : 并 不 是 在 任何 情况 下 极 小 化 序列 
都 有 子 序列 收敛 到 极 小 值 . 

给 定 一 个 拓扑 空间 X, 假设 函数 f : X> R FHER, B 3M > 0, 使 
f(x) > -M, 从 而 有 下 确 界 m = infzex jz)， 取 极 小 化 序列 {xj} c X, 使 
f(z;) >m. 在 什么 条 件 下 {7x;} 有 子 列 收敛 到 极 小 值 ? 
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记 fe = {x € X|f (x) <t}, Vie R!. mR 
Jt > mm, 使 得 六 是 “序列 紧 ” 的 ， (9.4) 


那么 当 NN 充分 大 时 , {zj |7 > N} C fe 于 是 有 子 列 zx > To € fe. 

至 于 这 个 zo 是 不 是 极 小 点 , 还 应 该 再 要 求 

f(x0) < limf (7;,). 
我 们 把 条 件 
Zn 一 Lo => f(T0) < limf (xn) 

称 为 f 的 序列 下 半 连 续 性 (有 时 在 不 会 发 生 混淆 时 , 简 作 下 半 连 续 性 ). 

总 结 起 来 , Af: X OR 是 序列 下 半 连 续 的 , 且 It > m, 3 序列 紧 集 
Kid fi:= {x € X|f(z) < t}, W f Æ X EASE. 

下 面 我 们 要 应 用 上 面 这 个 抽象 定理 解决 变 分 问题 . 

在 有 限 维 欧 氏 空间 , 对 于 下 半 连 续 函 数 f, 只 要 添加 强制 性 条 件 


f(z) + +00 (llel > 2%), (9.5) 


就 能 推出 St > m, 使 得 f 是 “序列 紧 ” 的 , 这 是 在 数学 分 析 课 里 大 家 都 知道 的 
事实 . 

但 无 穷 维 空间 和 有 限 维 空间 的 情况 大 不 一 样 . 例如 在 无 穷 维 Hilbert 空间 X 
E, 考虑 模 的 平方 函数 f(x) = zl >, Vt > 0, 它 当 然 是 强制 的 , 但 集合 

= {2\||z|| < vt} 

在 模 拓 扑 下 不 是 序列 紧 的 ! 例如 , X = LO, 7], fe 不 是 序列 紧 的 , 它 含有 一 个 没有 
收敛 子 序列 的 序列 {V2t/7 sinnzx}Y. 

如 果 我 们 在 M ER C! mth, 那么 一 方面 , 从 {D(wn)} 有 界 并 不 能 推出 
unllc! AA; 另 一 方面 , 也 容易 举例 说 明 即 使 点 列 是 C 有 界 的 , 也 未 必 存 在 C? 
收敛 的 子 列 . 这 就 是 前 面 陈述 的 “理由 ”不 能 成 立 的 原因 . 


§9.2 “” 弱 收敛 与 “ 弱 收 敛 

在 有 限 维 欧 氏 空 x 间 R”, 我 们 常用 Tn 一 (全 
表示 zn 收敛 到 r. 这 里 收 公 “一 ”的 意义 可 以 按 模 收敛 理解 : |en- el] = 
[D (zz — r) > 0, 也 可 以 按 坐标 收敛 理解 : 2? 一 zi i = 1,---,m. 因为 
它们 是 等 价 的 . 
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但 在 无 穷 维 空间 , 这 二 者 则 有 很 大 区 别 ! 例如 在 有 空间 , RE zw = 
(eres: … )， T = (€1, £2, °° -), 其 中 an [se < OO, a Ea < OO. 我 们 说 
Zn 按 模 收敛 到 xz ( 记 作 z > r) EH 


es 1/2 
[zn — z|| = Se = a + 0, 
i=1 


而 cp, 按 坐 标 收 敛 到 zx 是 指 
WD 1 = 1,2,- J 


若 令 E = óm, n = 1,2,… , 则 zw 按 坐标 收敛 到 0, 但 不 模 收 敛 到 任何 元 素 . 
如 果 在 1? 空间 中 用 “坐标 收敛 ” 来 定义 收敛 , 那么 有 界 点 列 确 有 收敛 子 列 . 这 
和 有 限 维 空间 的 情形 一 样 , 只 要 使 用 “对 角 线 法 ”来 论证 就 够 了 . 事实 上 , 设 {rr} 
AR, 即 3 M > 0, 使 得 30%, (E) < M?. 由 此 推出 [EP | < M, Vi, nEN. FH, 


Tink |k EN} CN 使 得 Em = 9， 
Hng lk EN} C {ni |k E N} 使 得 6&2* > &, 


J{ni |k E N} C {n} |k E N} 使 得 Ef > E, 


X k 一 oo 时 , HX YN, IK =K(N), 当天 > K 时 ， 


Ser < yerip +1<M’?4+1, 


t=1 i=l 
所 以 7 
YJE <M? +1. 
i=1 
我 们 证 明了 对 角 序 列 Lnr 坐标 收敛 ” 到 To = (eres: oon ae a +) € 这 
弱 收敛 与 * 弱 收敛 的 概念 是 由 “坐标 收敛 ” 引发 而 来 的 . 


定义 9.1 设 针 是 一 个 线性 赋 范 空间 ,序列 {Tn} CX MA BAKA x, 记 作 
In 一 £, 如 果 对 于 任意 2* E X* 都 有 (ZT*, Tn 一 Z) 一 0, 其 中 XX* 是 XX HKHRE 
间 . 

设 X* 是 一 个 线性 赋 范 空间 X HAZ, 序列 {r7} C X 称 为 * 弱 收敛 到 
24) 记 作 zx 一 * r*, 如 果 对 于 任意 ZEX ABA (r3 — 2", x) 一 0. 
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注 9.1 事实 上 , 在 空间 X BASU, 又 有 * 弱 收敛 的 概念 . 所 谓 弱 收敛 
ao, 是 指 对 于 任意 r © X** 都 有 (zzx 一 2*) 一 0; 所谓“* 弱 收敛 , 是 指 
对 于 任意 zeEX 都 有 (zx* 一 2*, 7X) 一 0. 因为 有 连续 能 人 X OX, 所 以 弱 收 敛 
AR T IAA. o 


显然 , EKAA TSMR A, 但 反之 不 然 . 

例 9.1 在 空间 L?(—00, co) E, 任意 给 定 一 个 具 紧 支 集 的 非 零 函数 y(t), 令 
vn(t) = plt + n), W pn + 0, 但 ||lprll = lell #0. a 

例 9.2 注意 到 L0, 2r] RAHN, CHB LO, 27]. 考察 序 
列 {sin (nt)} C L?(0, 27). 

根据 Riemann-Lebesgue 引 理 , Y f € L'(0, 27], 

27 
| f(t) sin (nt)dt — 0, 
0 


可 以 得 到 如 下 结论 . 
(1) HX = L?[0,27], 1 < p < œ, 把 序列 看 成 {sin (nt)} c L? [0,27] = 
(L?[0, 27])* 就 有 


sin (nt) —*0 (n > œ). 


(2) RR X = L?(0,27],1 < p < œ, 把 序列 看 成 {fsin (nt)} c L”[0, 27] c 
X, X* = L” [0,27] C L![0, 27], 1 < p' < œ 就 有 


sin (nt) —0 (n >œ). 
41<p<oo 时 , 空间 是 自 反 的 ,* 弱 收敛 与 弱 收 敛 一 致 . 口 
更 一 般 地 , 我 们 有 


例 9.3 i D = [0,1] 是 RN 上 的 单位 立方 砖 . i PE 8L?(D),1<p<o%， 
并 将 其 作 周 期 延 拓 , $ pn(z) = plnr), Yn € N, 以 及 


p= | oad 


则 
Pn > PF LD), l<p<o, 
以 及 
Yn 一 ”万 于 L”(D). 
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证 明 首先 , 不 妨 设 5 = 0. AGAR, 则 可 用 5 = yp 一 5 取代 o. 
其 次 , 我 们 注意 到 


1 
eal = /leropar = y /lotroay = lelẹ, Vi<p<o% 


现在 我 们 定义 一 个 集合 函数 O(E) = fp yp(z)dz, 其 中 E 是 任意 可 测 集 . 更 是 
o 可 加 的 , 并 且 因 为 yp 是 周期 的 , 所 以 有 O(2+ D) = 0, Vz e R”. 
对 于 任意 长 方 砖 @ = IIN(ci, qi;), 在 nQ@ 内 通过 消去 互 不 重 二 的 D 的 平移 ， 
得 到 
=| f erdal = eo) <> lar 


因此 , 对 于 简单 函数 上 = D aixo Qin Qi = BF j, BATA 


J XQPndx 
D 


J Yrédz > 0, n —> oo. 
D 


对 于 1 < p < co, 上 述 简单 函数 组 成 IF (D) (p = 2) 中 的 一 个 稠密 集 . 即 
Vf € LY (D),3é 为 简单 函数 , 使 得 | - Elly < giy Min 足够 大 时 ， 


allele 
|f ontaz 
D 


对 于 p= 1 的 情形 , 证 明 略 作 修 改 , 留 作 习题 , A. 口 


<E. 


leel — élly + | J ortda 


$9.3 “ 弱 列 紧 性 


在 变 分 学 中 使 用 弱 收 敛 或 “ 弱 收 敛 是 希望 有 弱 列 紧 性 或 “ 弱 列 紧 性 ,我们 把 
上 一 节 讨 论 过 的 ? 空间 有 界 序列 有 “坐标 收敛 ” 子 列 的 结论 和 证 明 抽 象 化 为 以 下 
定理 . 


定理 9.1 (Banach-Alaoglu) 设 X* 是 一 个 可 分 的 线性 典范 空间 X HA 


空间 .  {r*|n=1,2,---} CX* 是 一 个 模 有 界 的 序列 : M = sup ||x*|| < 00, 则 
它 必 有 一 个 * 弱 收敛 的 子 列 . 


证 明 因为 X 是 可 分 的 , 所 以 有 一 个 可 数 的 稠密 集合 {zx |k = 1 2 … }. 
对 于 21, 因为 |(x*, zi)| 是 有 界 的 数列 , 所 以 有 子 列 Th) 使 得 (zhi Z1) 收敛 . 
对 于 z2, 因为 (xz 72)| 是 有 界 的 数列 , 所 以 {x7} 中 还 有 子 列 {x2}, 使 得 
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如 此 等 等 . 


利用 对 角 线 法 则 , 可 以 抽出 子 列 {2*;}, 使 得 (z*;, zk) WSL, Vk = 1,2,---. 


然而 {zk |k = 1,2,---} 是 一 个 稠密 集合 , ME {rn = 1,2,…} C X* 是 
模 有 界 的 , 所 以 Vz © X, {(z*;, zx)} 是 收敛 的 序列 


定义 
f(z) = Jim (#3, 2). 
易 见 f(z) 线性 的 , 并 且 它 还 是 连续 的 ， 


If(z)| < sup lez llliel < Mllzll, ve € xX. 
从 而 3z* e X*, 使 得 f(x) = (z*, z), Wr € X, BD 
wry > a". 口 
于 是 我 们 得 到 如 下 基本 定理 . 


定理 9.2 H X H— TF Banach ZA HHA IA] (例如 , 自 反 的 Banach 
空间 ). RR 已 CX 是 一 个 * 弱 序列 闭 非 空子 集 . Sf: EGR 序列 “ 弱 下 半 
连续 ( 简 记 为 s.w*.l.s.c), 并 是 强制 的 (PP Vz € E, 当 zl => oo 时 , f(x) > 上 oo)， 
则 AE LARA. 


UR Bf HS BMG {zn} C E, 
lim f (£n) = inf f(z). 
由 于 f 是 强制 的 , {zw} AR. 根据 定理 9.1, {zw} A KATA 
In, —* To. 


由 假设 E 是 * 弱 序列 闭 的 , zo € E. 
再 利用 f 的 序列 * 弱 下 半 连 续 性 ， 


f(xo) 和 liminf f(zp,), 


所 以 得 到 
jzo) = inf f(z). O 
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现在 回 到 Dirichlet 积分 . 一 方面 , 从 Dirichlet 积分 D(u) 有 界 不 能 导出 C! 
BAR; 另 一 方面 , 我 们 不 知道 CQ) BARE TPR ERIE [a] OSES Ta]. 由 此 
可 见 , 要 想 验证 Dirichlet 原理 , CHQ) 不 是 一 个 适合 的 空间 . 


与 Dirichlet 积分 D(u) 紧密 联系 的 是 如 下 CE) 模 
1/2 
= 2d 
jul = ( f Wupas) ， 


lulli = | | (\Vul? + az 


以 及 模 


1/2 


这 模 对 应 的 内 积 是 
(u,v) = [ (vu. vw + uv)dz. 


但 线性 空间 C(O) 按 这 个 模 不 是 完备 的 , 我 们 把 它 的 完备 化 空间 记 作 H!(Q). 这 
是 一 个 Hilbert 空间 . 


与 半 模 D(u) 相关 的 Dirichlet 内 积 是 
D(u, v) = | Vu- Vode, 
Q 


二 者 之 间 的 关系 为 D(u) = D(u,u). 
然而 当 O 是 一 个 有 界 开 集 时 , 在 CHO) 上 我 们 可 以 把 第 三 讲 中 一 元 函数 的 
Poincaré 不 等 式 推广 到 多 元 情形 . 


引 理 9.1 (Poincaré 不 等 式 ) 设 Q cR 是 一 个 有 界 区 域 , u € Ci(O)， 则 
JC = C(Q) 使 得 
f las < cf |Vul?dz. 
Q Q 


证 明 Rik D CR" Q9 cD Vp ecra). sS 


-n _ |} Plz), TER, 
a = {9 r¢0, 


I pede = f ePde, f |vejar = f Vela. 
Q D Q D 


记 x = (z1, #). 由 一 元 函数 的 Poincaré 不 等 式 ， 


J P(r, 到 dz < C f 全 
J J 


§9.3 “ 弱 列 紧 性 
其 中 J 是 DD 的 沿 zi 方向 的 投影 . 再 对 z 积分 即 得 
f Pde < C f Velde, 
D D 
即 
| olds < C f (Wylde. 
Q Q 
Vu € CHO), 通过 取 极限 得 到 . 
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口 


这 表明 D(w) 是 CQ) EAE. 我 们 把 CN) 在 H9) 中 的 财 包 记 作 
H}(Q). Exe Hilbert 空间 HQ) 中 的 一 个 闭 子 空间 . D(v), D(vo v), Vu € 
Hi(Q) 可 以 分 别 看 成 是 Dirichlet 积分 与 Dirichlet 内 积 的 连续 扩张 .对 给 定 的 


vo € C1(O), Æ M = v + HE(Q) E, Dirichlet 积分 定义 为 
D(u) = D(vo) + 2D(vo, v) + D(v), 
其 中 = vw+veM. 
如 果 我 们 把 这 样 定义 的 D(w) 看 成 是 HIN) ENZA. 那么 
1. D(u) 是 强制 的 . 
我 们 要 证 明 


D(v) > œ => D(u) > œ. 
从 Schwarz 不 等 式 和 Young PERA 


[Dlwo,o)| < Dw) + JDO), 


D(u) > 5D(0) = Dla): 

强制 性 证 毕 . 

2. D(u) 是 弱 序 列 下 半 连 续 的 . 

设 wj = vo + vy, Wl 

uj > u(H*(Q)) & v; > v(Ho(9)). 
注意 到 
|D(v0, P| < D(vo)" Dy)”, Ve € Ho(Q), 

y= Dv, p) 是 HQ) 上 的 连续 线性 泛 函 . 因此 有 


D(vo, v3) > D(vo, v). 
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同 理 
D(v, vj) => D(v, v). 
FA Schwarz 不 等 式 得 
D(v) = lim D(v, v;) < lim inf D(v)*/2D(v,)?, 
即 
D(v) < lim inf D(v;). 
这 就 是 


D(u) < lim inf D(u;). 


Hy(Q) 是 一 个 Hilbert 空间 , Mie AHHA, 也 可 以 直接 验证 Hy (Q) 是 一 
MEHZ, HiQ) EE Banach 空间 HiQ) HHZ. 空间 HA (QO) 还 是 可 
分 的 (详细 证 明 见 下 一 讲 ). 现在 我 们 利用 定理 9.2 就 推出 Dirichlet 积分 在 HG (Q) 
上 达到 极 小 值 . 即 我 们 验证 了 Dirichlet 原理 . 


注 9.2 为 了 验证 Dirichlet 原理 , 其 实 还 有 一 个 更 为 直接 的 方法 一 一 正 交 投 
影 法 . 在 几何 上 这 相当 于 在 一 个 超 平面 上 求 一 点 到 一 定点 的 距离 达到 极 小 值 (参看 
第 十 二 讲 ). 由 此 导出 Riesz 表示 定理 以 及 Hilbert SA) A A HHE. 

在 这 个 验证 过 程 中 并 不 需要 用 到 弱 下 半 连 续 性 以 及 弱 列 紧 性 , 只 需要 空间 
HiO) 的 完备 性 就 够 了 . 但 这 个 方法 可 应 用 的 范围 十 分 有 限 . 口 


注 9.3 在 这 个 例子 中 , 我 们 得 到 的 解 uo 属于 空间 HQ). 我 们 并 不 知道 它 
是 否 可 微 , 更 不 知道 它 是 否 C?. 进一步 的 讨论 必须 明确 : wo 在 什么 意义 下 是 调和 
方程 的 解 ? 口 


对 于 更 一 般 的 泛 函 连同 边 值 条 件 , 为 了 要 想 用 极 小 化 序列 的 方法 证 明 解 的 
存在 性 , 我 们 需要 做 到 : 

1. 建立 合适 的 函数 空间 , 它 是 一 个 自 反 的 Banach 空间 , 或 是 可 分 的 Banach 
TPE N]. 

2. ZR 对 于 这 空间 的 拓扑 是 序列 * 弱 下 半 连 续 的 . 

3. 泛 函 了 对 于 这 空间 的 拓扑 是 强制 的 . 

4. 要 明确 所 得 到 的 极 小 解 在 什么 意义 下 是 给 定 方程 的 解 (满足 弱 的 形式 的 
E-L 方程 )? 

5. 要 进一步 讨论 所 得 到 的 极 小 解 有 没有 满足 方程 的 可 微 性 ? 
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§9.4 ARZE Eberlein-Schmulyan 定理 


在 泛 函 分 析 中 对 于 弱 列 紧 性 有 深入 的 讨论 , 可 以 利用 空间 的 自 反 性 假设 避 开 
空间 的 可 分 性 要 求 , 导出 弱 列 紧 性 (这 时 * 弱 列 紧 性 与 弱 列 紧 性 没有 区 别 ). 

我 们 来 回顾 一 下 自 反 空间 的 定义 . 一 个 Banach 空间 X WAEHEZS I] X* 也 是 
一 个 Banach 空间 , 所 以 还 可 以 再 考虑 X* ASEH A) (X*)*, WE X**, 并 称 其 
AX KR HHz W. 

注意 到 Ve e X, 可 以 在 X* 上 定义 一 个 泛 孙 


(Fr, 2") = (2*,2), Va" € X*, 
F, Æ X* 上 是 线性 的 , 满足 
[(F2,z*)| < ||z*|[[IzI). 


从 而 Fr 还 是 连续 的 , 满足 
lFall < llzll. 


我 们 称 T: 2 一 F, 为 自然 映射 . 实际 上 , Ts X 一 XM 是 一 个 连续 能 人 . 应 
用 Hahn-Banach 定理 , 3z* € X*, 使 得 j|z*|| = 1，(z*, £) = zl, A 


lel] = (2°, x) = (Fz, 2*) < || Fell. 
我 们 得 到 , T 还 是 一 个 等 距 同 构 , 即 XX SEM Boe] XA 的 一 个 财 线性 子 
空间 是 等 距 同 构 的 . 
定义 9.2 一 个 Banach 空间 称 为 是 自 反 的 , 如 果 以 上 定义 的 等 距 映 射 荆 是 
满 射 . 
Banach 有 一 个 关于 可 分 性 的 结论 . 


定理 9.3 (Banach) 设 X 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 若 它 的 共 罗 空间 X* 是 可 
分 的 , WX 本 身 也 是 可 分 的 . 


证 明 1. 记 ST A X* 的 单位 球面 , 则 ST 是 可 分 的 . 事实 上 , 记 {r7} Cc X* 
为 一 个 可 数 稠 子 集 . S y* = x /||r*||, W {yt} 是 St 上 的 一 个 可 数 稠 子 集 . 因为 
Va" € S}, 3s}, lz}, — a*l] > 0 从而, fxs, || > 1, E 


luz; 一 < len, ll + len; 一 天 一 0， 


1 
1 一 一 
lezl 
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所 以 {y*} 是 St 的 可 数 稠 子 集 . 

2. BEX, 存在 Tn © X, 使 得 zi = 1, (yx, £n) 2 1/2. $ Xo = span{z,}. 
要 证 明 Xo = X. 若 不 然 , 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 y* © St, 使 得 (y*, r) = 
0,Yz € Xo. 但 


1 
lly = yall > Ky" — gn» Zn)| > 3 
这 是 不 可 能 的 . 所 以 Xo = X, 即 得 X 是 可 分 的 ， 口 
我 们 有 以 上 两 个 定理 的 如 下 推论 . 


推论 9.1 设 关 是 一 个 可 分 、 自 反 的 Banach 空间 , 则 它 的 任意 有 界 序列 必 
有 一 个 弱 收 敛 子 列 . 


其 实 , 在 这 个 推论 中 可 分 性 的 假设 还 可 以 去 掉 , 这 要 用 到 如 下 定理 . 
定理 9.4 (Pettis) HR Banach 空间 X 的 闭 线 性 子 空间 Xo 是 自 反 的 . 
证 明 我 们 要 证 明 Vz** c Xe*, 3x € Xo, 使 得 
(yy) (VE E Xa: (9.6) 
1. 定义 映射 工 : X* 一 Xt 为 Tzr* = zx*|x, 即 
(Tx*, To) = (7* |x, Lo), Vxo E€ Xo- 
T 是 线性 连续 的 . 它 有 共 罗 映射 T* © LX, X), veg € Xó, T*2g* € X™. 
2. 因为 X 是 自 反 的 , 所 以 3z e X, 使 得 
人 (9.7) 
我 们 要 证 明 zx € Xo. 用 反 证 法 , 若 x ¢ Xo, 则 对 闭 线性 子 空 间 Xo 应 用 Hahn- 
Banach 定理 , 3zf € X* 使 得 
(1,2) £0, ztlxo =0. 
但 
4ZT £) = 《Z0 ZI|xo) = 0. 
这 是 一 个 矛盾 . 
3. 证明 (9.6), BJ att 是 ze Xp 在 自然 映射 下 的 对 应 . 
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根据 Hahn-Banach 定理 , Vr; € Xj, 3z* € X* 使 得 x*|x。 = 23. 这 时 (9.7) 
蕴含 了 


(10°, 70) = (7*, £) = (70, 7), Wag E Xo. 
我 们 证 明了 Xo 是 自 反 的 . 口 
推论 9.2 # X X—4 8 AA Banach 空间 , 则 X* 是 自 反 的 . 


证 阴 “=” Ci = CATTI = X*. 
“=. 4 X 自 反 , 则 由 s, X* 自 反 . 而 X 是 X* 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 
再 由 Pettis 定理 , X 也 是 自 反 的 . 口 


于 是 有 


定理 9.5 (Eberlein-Schmulyan) 自 反 Banach 空间 X 中 的 任意 有 界 序 列 
{rn} 必 有 一 个 弱 收 敛 子 列 . 


推论 9.3 Hilbert 空间 中 的 任意 有 界 序列 {rn} 必 有 一 个 弱 收 敛 子 列 . 


除了 Hilbert 空间 之 外 , 我 们 再 看 一 些 自 反 空间 的 例子 . 
考虑 Lebesgue 函数 空间 L?(Q), 其 中 QC R",1 < p< oo, 我 们 知道 


(L?(Q))* = LP (9), 1gp<o%,p 1!+p =1, 


它 的 含义 是 : 对 于 LO) 上 的 任意 连续 线性 泛 函 F 存在 在 ae. 意义 下 唯一 的 
LP (Q) 函数 v, 使 得 它 可 以 表示 为 


F = d 
四 = f o(@)ula)de, 
并 且 
1/p’ 
la = ( | WPa) = olv- 
Xf Vue P(Q), 1<p< co， 
d 

vi> [ wav) Z 

可 以 看 成 是 空间 L (Q) 上 的 连续 线性 泛 函 G. 同 理 , 还 存在 w, € LQ), 使 得 


G= l ds Wve LO), 
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即 
RONO = G(v) = [ wu@w(e)ae, Vue L (0). 
所 以 , wy(x) = u(x), a.e.. 
按 上 述 意 义 , 41 < P < co 时 ， 
(L?(Q))** = (LP (Q))* = P(Q), 


即 空间 L (Q) 是 自 反 的 . 


>] a 
1. 试 证 : 对 于 空间 上 的 有 界 点 列 , 坐标 收敛 <> 弱 收 敛 . 


2. 给 定 一 族 函 数 
arctan 一 
Wes Í , Ve > 0. 
arctan 
问 : 它们 在 空间 L(-1,1) 上 是 否 模 收敛 或 弱 收 敛 ? 在 空间 五 '( 一 1,1) 上 是 


否 模 收敛 或 弱 收 敛 ? 
3. 在 L?([0,2n]) E, R 


w- lim sinnt 和 w- lim sin? nt. 
多 一 OOD n— co 


4. 在 空间 H1(0,1) 上 给 定 一 个 函数 序列 


i $ ti] 
u;(t) = 7 j 4) | =0,1,---,7-1, 
k+1 2k+1 k+1 
—t + ——, t 5 
7 27 7 


j = 1,2,…. 它们 是 否 模 收敛 或 弱 收 敛 ? 


第 十 讲 Sobolev 空间 


我 们 曾 指出 C! 和 Ct 空间 不 是 验证 Dirichlet 原理 的 合适 空间 , 取而代之 的 
Æ Ht Al Hy. 

在 用 直接 方法 求解 变 分 问题 时 这 种 情况 有 普遍 性 , 因为 泛 函 是 含 导数 的 变 分 
积分 , 而 同 阶 导数 的 C 类 空间 的 C 型 模 是 由 逐 点 的 模 量 的 极 大 值 决定 的 , 而 C 型 
模 是 不 可 能 被 这 个 变 分 积分 所 控制 的 . 此 外 , 为 了 具备 序列 弱 列 紧 性 , 空间 必须 取 
成 线性 赋 范 空间 的 共 斩 空 间 , 这 样 的 空间 至 少 应 该 是 完备 的 . 本 讲 介绍 的 Sobolev 
空间 是 满足 这 些 要 求 的 函数 空间 . 


§10.1 广义 导数 


u,v € LLQ), Q CR", Yi = 1,2, n, Rv Æ u 的 对 zx; 的 广义 偏 导 
数 v = Dnu, 是 指 Vyp € CS(Q), 


f vods = -|/ ud, pdx. 
Q Q 


更 一 般 地 , 对 于 多 重 指标 a = (Qi , an), 用 记号 : 


定义 10.1 kvu aM CFR, wR Yy E CH(Q), 


f vedz = CD | wards, 
Q Q 
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记 作 w= Du. 


例 10.1 @n=1,J = (-1,1),u(z) = |z|. 因为 


a |z|p'(x)dz = i ry'(x)dx + [ Coe wee 
= / senry(r)dz, 


所 以 D(|z|) = sgnz. 


例 10.2 # u c CrO), M) Du = 0%u,V a, jal < k. 这 是 因为 


| Supdz = (DPI | wa%pde. 
Q Q 


§10.2 SE W™?(Q) 
定义 10.2 (W™?(Q) 空间 ) BH pe [l,co], mEN, + 
W™?(0) := {u € L?(O)| D°u € L?(Q), Va, lal < my, 


1/p 
lullm, p = | ` I roe , l<p<o, 
lalm”? 


llullm, = esssup ` |D°u(z)|. 
TEQ lal<m 
我 们 称 其 为 Sobolev 空间 . 
显然 Sobolev 空间 是 线性 赋 范 空间 . 
对 于 有 界 区 域 Q, 显然 有 
WQ) c W™9(0) CW™P(0) CW™N),, 1<p<q< œ, 
wee eE WPO), O<l<m, 
以 及 
# Qc Qo, uE ws (Os), 则 ulo € W™I (Q). 


定理 10.1 W™P(O) 空间 是 完备 的 , 从 而 是 Banach 空间 . 


§10.2 ”空间 W™?() -141- 
WEAR 设 {u;} 是 一 个 基本 列 , 则 Va, lal <m, {D%u,;} 都 是 L 的 基本 列 . 
从 而 存在 ga E€ L?(Q), 使 得 Deu; 一 ga, L?(Q). 
MS Vy € CL), RIE 


(D*u;, p) = (—1)'*! (uj, 8% y), 


即 得 

(Duj, p) > (Ja P), War, jal <m, 
以 及 

(uj,0% Pp) > (90,0%p), Wa, lal <m. 

(Jas P) = (—1)!*!(go, 8*9). 
由 此 推出 
Ja = D*go, 

以 及 


| D*u; 一 ga | 一 0, Va, al < mM. 
所 以 ， go E€ W™?2(Q), 并 且 有 
lu; — gollm p +0, 7 — 0. T 


我 们 指出 : 虽然 广义 导数 是 对 偶 地 、 整 体 地 定义 的 , 它 与 局 部 定义 的 普通 导数 
的 关系 还 是 相当 密切 的 . 特别 地 , 对 于 一 维 Sobolev 空间 的 函数 , 它们 的 广义 导数 
就 是 几乎 处 处 导数 ! 设 n = 1, J = [a,b], RNA 
例 10.3 WHJ) = AC(J), J 上 的 绝对 连续 函数 空间 , 并 且 
Du(zZ) 王公 (Z)， a.e.. (10.1) 


证 明 Vu e WJ), 我 们 证 明 


u(x) — u(a) = ‘a Du(t)dt, Vae J. 
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YneN, + 


Pnlt) = | 
—n(z — t), te |z- E a ; 
0, t € [z,b]. 
因为 IEn, E COC); lEn rlo: < 2n, 使 得 
Ipn(t) — Enk > 0 Æ J E2, |e, (t) -— Enlt) > 0,k > œ, a.e. te J. 
所 以 由 f, ult)E p(t)dt = — f, Du(t)En s (t)dt 导出 
[ wovntyae=— | Dulepn(ta. 
令 n> oo, 即 得 
二 f “Du(t)dt, Ve € J 
由 此 可 见 v(z) 是 绝对 连续 函数 , 并 且 
u'(x) = Du(z), ae.xre J. 
RZ, Vu € AC(J),u'(x) 几乎 处 处 存在 , 并 且 属 于 L (J). 只 需 再 证 
Du(z) =u'(xz), ae. xe J. 


事实 上 , AA u(x) = fr u (t)dt + uly), Yx, y € J, 所 以 
[ w@e'@ae = - | w(e)pla)ar, Vp € Co°(J). 口 
J J 
此 即 (10.1) 


例 10.4 矿 1(J) = Lip(J), 后 者 是 J] 上 的 Lipschitz 函数 空间 . 


WEAR “o”. ue Lip(J), 则 忌 是 绝对 连续 函数 . 从 而 几乎 处 处 有 导数 w 满 
fi: u(y) — u(x) = fy u/(t)dt, 并 且 


tal < sup MW < y, 


一 2| 


§10.3 ZART . 143 . 
由 例 10.3 得 Due L®, B u e WŁ, 以 及 
lull < lullo - 
“c”, RZ, Aue 你 ho(J, 则 由 (10.1), 
y 
july) ~ uo < f WOIE Dully- zl, Yey e 
我 们 得 到 
lulltip < lullwa D 
定义 10.3 我 们 记 CH(Q) 在 WQ) 中 的 闭 包 为 Wo” (9O). 


引 理 10.1 Hue W™ (OD), EC M (wu) E Wo (02), mE 
supp(D°(wu)) C supply), jal < m. 


证 明 只 证 明 m = 1 的 情况 , 其 余 用 数学 归纳 法 . 事实 上 , Yy € CHO), 
f Dz, (wu)pdr = — f puð; pdx 
Q Q 
=~ f uld.. (we) -Bay 
= | [Bru + wDz,ulpde. 
Q 
我 们 得 到 
D, (pu) = yp(Dz u) + (ðs )vu. 0 

810.3 ZAK 


为 了 了 解 Banach 空间 W™?(0)( 或 Wo"'?(Q)) 的 弱 拓扑 , 我 们 需要 考虑 这 些 
空间 的 泛 函 表示 . 
我 们 知道 L?(J) HAH lel ee 


(PO = OQ), 1<p<oo, 5+5=b 
BN y f € (LQ), w e L? (Q) 使 得 


(f,u) = f @w(e)ae, Vu € L?(Q), 
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= ew = (f er)” 


为 了 考察 空间 WN) eee 我 们 把 W™? (Q) 等 距 般 入 到 一 
个 乘积 空间 Moml (N) 中 去 , 使 之 成 为 该 空间 的 一 个 线性 闭 子 空间 ， 


并 且 


i: urs {D%u, |a| < my}, 
w?) —» [| L?(Q) 


|a|<m 


由 Hahn-Banach 定理 , 为 了 f €e (W™?(Q))" 必须 且 仅 需 存 在 {Ypa lal < m} E€ 
Maiga L” (9) 使 得 


(f,u) = =f ( D D°u(a)pala) ja 


ja|<m 


于 是 W™?(Q), p > 1 PERKA u; 一 u 可 以 表达 为 


uj — u F W™(Q) 一 人 > D*(u; —u)dadz > 0, V{ Wate II L” (Q 


lal|<m la|<m 
定理 10.2 W™?(Q)(1 <p< oo) € HAH Banach 空间 . 
证 明 ER A aT i: WPO) > Tam PO) A 
i: um {D%u, lal] < m}. 
它 是 闭 的 , 从 而 i(W™?(9)) 是 Maem PO 的 闭 线性 子 空间 ， 因 为 Mom 
L?(Q) 是 自 反 的 , 所 以 由 Pettis 定理 , W™?(0) 是 自 反 的 . 口 


§10.4 ”光滑 化 算 子 


在 第 六 讲 , 在 证 明 高 维 的 du Bois-Reymond 引 理 时 , 我 们 引入 过 钟 形 函 数 


—1 
Cc- 1 exp (=): |z| <1, 
p(z) = | 1 — |x? 


0, |x| > 1, 
其 中 jz| = (£? +--+ r2), 而 cs 是 一 个 常数 使 得 


人 2(Z)adz = 1. 
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Ve > 0, 再 令 7 
Pelz) =e "p (=) ; 
则 suppy. C B.(A). 
我 们 利用 它 来 光滑 化 任意 函数 . Bu c LQ), supp(u) C Qs := {x € 
9Q1d(z, 0Q) > 6 > 0}, 我 们 把 映射 urs ue (0 < e < 8) RAXAT, 其 中 


ue(z) = [ yes — y)u(y)dy. 


光滑 化 算 子 有 下 列 简单 性 质 . 
(1) supp (ue) C (suppu), := {x E€ Q | d(x, suppu) < €}. 
(2) ue EC (9), 


Pude f ws) pe(z — y)dy. 


(3) Æ u € Cr), M 3 (u:) = (O%u)., Va, lal < m. 
(4) @weC,(Q), W e > 0 Ef, |u — uelle > 0. 
(5) Æ u € P(Q), 1 <p < œ, M34 e — 0 Ef, |u — uellze > 0. 
(6) CP (9) 在 L?(Q) 内 稠密 . 
(7) 设 u,d%u € L?(Q), p € [l,o], suppu C int(Q), WHA s 足够 小 时 有 
= 
事实 上 ， 
AEX = [ dewueete — y)dy 
= (—1)!* f u(y)ðy Pelz — y)dy 
Q 
= f uly) pele — y)dy 
Q 
= ar | uly)pele - y)dy = BR. 
Q 
(8) 
WI? (R?) = W™?(R"). 


§10.5 Sobolev SHHBEERSRAER 


Sobolev 空间 是 非常 基本 的 函数 空间 , CEVA OT. RAE RT TAM 
变 分 学 中 都 有 基本 的 重要 性 , 它 的 重要 性 质 在 许多 教科 书 中 都 有 专门 的 介绍 . 在 本 
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PH, 我 们 仅 罗列 其 中 主要 的 结论 , 详细 的 证 明 请 参阅 有 关 的 书籍 和 文献 . 不 过 为 
了 帮助 读者 理解 这 些 结果 的 意义 和 证 明 的 实质 , 我 们 还 是 愿意 在 一 些 特殊 的 或 者 
比较 简单 的 情形 , 证 明 这 些 结论 . 


延 拓 定理 

Sobolev 空 间 是 函数 (类 ) 空间 , 这 些 函 数 可 以 定义 在 任意 区 域 9 CR E, K 
数 空间 是 W™? (OQ); 也 可 以 定义 在 全 空间 R, 函数 空间 是 WR). 自然 的 一 个 
问题 是 : AEE WO) 中 的 函数 u 都 可 以 扩张 为 R 上 的 函数 u, ülo = u, 
使 得 ù e W™?(R")? 

WR OCR" 有 充分 光滑 的 边界 , 那么 结论 是 肯定 的 . 

定理 10.3 ( 延 拓 定理 ) RO 是 一 个 有 界 区 域 , 且 9Q 是 一 致 Cm 的 ， 则 
VO<I<mV1<p<co, 存在 Te L(W'?(Q), W4?(R")), 使 得 


Tu(z) = u(x), ae re. 


证 明 参 看 [Ad] 定理 4.26. 这 个 定理 属于 Lichtenstein, Hestenes, Seeley 和 
Calderon. 


但 是 对 于 Wo? 型 空间 , 不 论 区 域 Q 如 何 , 延 拓 总 是 可 能 的 , 即 总 存在 
TEL(Wi?(Q), We? (R”)), 使 得 


u(x), ae. £ EQ, 


pu : ro. 


这 是 因为 CLN) 是 WPO) 的 稠密 子 空间 , 而 CY(Q) 是 CLR) 的 子 空 
间 , 从 而 Wo? (Q) 是 WH? (R") 的 闭 子 空间 . 


逼近 定理 
我 们 曾 把 HUN) 定义 为 CÜ) 在 模 llull = (Ja Vul? + lul?)dz) 下 的 完 


备 化 空间 . 并 且 WN) 是 包含 CH0) 的 完备 空间 , 因此 Hi9) c W?N). R 
们 自然 要 问 : 它们 是 否 相同 ?” 以 下 通 近 定理 给 出 肯定 的 答复 . 


定理 10.4 (Serrin-Meyers 逼近 定理 ) # pe [1,o0), URA S := Ce (9) 
NWQ) E WQ) 中 稠密 . 


证 明 选取 一 列 开 区 域 {0Q;} 满足 


B= =Qococncnconoc CUCU, 


i=1 
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例如 说 , Q = {x € Q|||z|] < i, dist(xz, OQ) > 1/4}, i= 1,2,… .对 于 0 的 
KAA 
O = {Uk = Qrt \Qk-1 |k = 1,2,- } 

有 对 应 的 一 族 单 位 分 解 {w;}, 即 

(1) dy € O9(0), 

(2) supp{ yi} C Qiri\Qi 1 

(3) 2 y(r) =1, Vr EN. 

MS Vue W™9(0), Ve > 0, 可 以 取 6; < dist(Q;, 00:41) 足够 小 使 得 
€ 


Il (ite) 5, = wiul||m,o < Di 
这 是 因为 由 810.4 性 质 (7),(5) 和 引 理 10.1, Va, lal < m, 我 们 有 


(10.2) 


lat (wiw)s, — D* (bit) = I(D*(piu))s; — D% (Hiv) lla 一 0. 
对 (10.2) RM, 


| Sta i ul J | yo = Sw) <e. 
i=1 ， 5 = 


因为 Vz ER, OP (iu)s,(c) BARA, 所 以 v = DP (diu)s, © C”(9) 
是 无 穷 次 可 微 的 . 
MVEKEN, 在 每 个 Q E, 


k+2 k+2 


u(x) = X (Viau)(z)， v(x) = > (din)s,(2), 


i=l 4 一 1 


有 估计 
k+2 
lu — ollwmerny < > (pos — piullmp < £. 
i=l 
FE k > co, 即 得 |lu — ullap < E. 显然 ve S, 定理 证 完 . 口 


推论 10.1 如 果 Q 是 一 个 具有 一 致 Cm 边界 的 有 界 区 域 , 那么 V1 < p< 
coo, W™?(Q) 是 可 分 的 Banach 空间 . 


证 明 取 定 一 个 开 立 方 体 D c R 使 得 QC OAC D. Yu e W™4(Q), Ja € 
Wm™m4(R"), 使 得 


lel wee R») < Cllullw-acay, tle =U. 
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对 于 任意 的 £ > 0, 应 用 定理 10.4, Jv € C™(R”) 使 得 


lä — vllwmacay < [l= vlw) < $- 
Rw € CF(D) WE y(x) = 1, Vz E Q. KA yv € C (D). H Weierstrass 
多 项 式 有 逼近 定理 存在 D 上 的 多 项 式 P 满足 
2 
3 
有 理 系数 的 多 项 式 可 以 C™ TERA MK, 这 就 证 明了 WA) 存在 可 数 
稠密 集 . 口 


yv = P|lwm.a(p) < yv == Pllom(p) < 


推论 10.2 HQ) = W12(9). 


Poincaré 不 等 式 
第 九 讲 中 的 Poincaré 不 等 式 可 以 推广 到 Wi”(0),1 <p < co. 
Poincaré 不 等 式 设 QC R" 是 有 界 区 域 . ve Wo”(0),1 < p< o, W 
JC = C(p, Q) 使 得 
| Pn < C | IVul?de. 
Q Q 


推论 10.3 OCR" 是 有 界 区 域 , 则 


lull = ( f ver) i 


是 Wa” (Q) (1 <p < œ) 空间 的 一 个 等 价 范 数 . 
Wo’? (Q) È WHO) 的 线性 闭 子 空间 , 从 而 也 是 自 反 的 Banach 空间 . 


嵌入 定理 
定理 10.5 (Sobolev) 误 入 映射 


1 m 
mg (TDN r/n EE se ee 
W™7(R") > L(R"), sae m (mq <n), 
以 及 Vi EN, 
Wta (R?) 4 CF(R"), 0<A<m- E (mq >n) 
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证 明 参 看 [Ad] 5.4-5.10. 
联合 上 述 租 入 定理 与 延 拓 定理 , 我 们 有 


定理 10.6 (Sobolev AEZH) 设 Q 是 一 个 具有 一 致 Cm 边界 的 有 界 区 
Ml<q<o,m>0 是 整数 , RARA 


W™(Q)  L(Q), = > =~ — (mq <n), 
URVIEN, 
WHAO) + CA), O<A<m—= (mg >n) 


都 是 连续 的 . 
最 常用 的 是 m = 1 的 情形 , Hg = 二 一， 则 
W™(0) LN), r<q* (n>), 
以 及 
WO) => CA) (q>n) 
都 是 连续 的 . 
注 10.1 4n=1,0 = (a,b) 时 ,嵌入 定理 的 结论 很 容易 从 Holder 不 等 式 
和 例 10.3 直接 推出 来 . 因为 此 时 广义 导数 与 几乎 处 处 导数 是 一 致 的 , 所 以 
x b 1/q 
as) -uD =| fw (eat < ley ( J wora) , Vay (a,b). D 
y a 


RRA 
定理 10.7 (Rellich-Kondrachov RAZE) 49 cR 是 一 个 具有 一 
致 Cm 边界 的 有 界 区 域 , 1 < p 和 co,m > 0 是 整数 , MRARH 


WQ) LO), 1<r<— (m < z) 
n — mq 


以 及 
w> CA) (m> 2) 


都 是 紧 的 . 
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证 明 参 看 [Ad] 定理 6.2. 

我 们 对 下 列 常用 的 特殊 情形 给 予 直接 的 证 明 . 

定理 10.8 (Rellich) 设 QCR" 是 一 个 有 界 区 域 , 1 < p< œ, 则 Wio) 
中 的 有 界 闭 球 是 LO) 中 的 列 紧 集 . 

证 明 只 需 证 明 单 位 闭 球 是 列 紧 集 . 记 B 为 Wo?) 的 中 心 在 0 的 单位 闭 
SR. 我 们 要 证 明 Ve > 0 在 L TF, 存在 有 限 e- 网 . 

我 们 的 想法 是 在 B 的 任意 一 个 L? RRA, 寻求 连续 函数 空间 上 的 一 个 一 致 
有 界 、 等 度 连续 的 集合 . 

1. 由 定义 , Cee(O) 在 Wo’? (Q) “PRR. 记 S= CP(Q) NB. RIE ô > 0, 
id Ss = {vs |v € S}, 其 中 


ui(z) = i v(y)ps(z — y)dy. 


VueES, 
ivalli,p < Ilvllap <1, 
由 于 
二 | J POl) -ve — sy)lay 
ase dly| 
<f of Boe- rh 


lyl<1 


drdy, 


利用 Hölder 不 等 式 ， 


dlul | 9 
lvs — vll? < f (/ ply)” oe? f [Zve — ry/lyl) 
2 NIsl 0 r 
< | oo | Vola) Pacdy 
| 可 1 Q 


p 
dray) dz 


即 
lvs — vllo < dllVwvll;. 


因此 Ado = 6(e), 使 得 


lv- vsllp < =, Vu € S, Yô < ôo. 


固定 6 = 60, 我 们 有 


vsto) =| | voest- vay < Fel 


§10.6 Euler-Lagrange 方程 -151- 
以 及 
Vesta) = | | va) Veto — vay] < slo 


可 见 Ss, C C(O) 是 一 致 有 界 、 等 度 连 续 的 . 根据 Arzela-Ascoli 定理 , 在 C 
模 下 , Se 存在 有 限 的 mem PM: {wW wz: wi}. 即 , Yu € Ss, Iwi E Ss, 使 得 


lvs — wille < EPG 
于 是 
E 
7 

2， 然 而 w ROE BA, 但 对 每 个 w 对 应 着 一 个 vi, HP v e S = 
CF (Q) NB. 如 果 vi, £ B, 即 它 的 支 集 超出 了 Q, 那么 我 们 可 以 取 6; € (0, ô], 使 
得 w, = v5, 的 支 集 落 到 Q 内 , 这 时 便 有 wi E B, 以 及 


lvs — will» < 


E€ 
|w: 一 w; APES w: — v ‘ls + lw; — v ‘Ilp < SI 


如 今 Vu € B, w € S 使 得 |u 一 vll p < e/4, 所 以 有 
lu- willp < llu — vllo + llv — Vso llp + llus — willp + llw: — Wille < €. 


这 个 {wi1,… , wi} 就 是 我 们 所 要 的 有 限 e- 网 . 口 


§10.6 Euler-Lagrange 方程 


我 们 要 把 前 面 在 C: 空间 上 讨论 过 的 变 分 理论 推广 到 Sobolev 空间 . 给 定 一 
个 Lagrange RA L Ee C(Qx RY x RY), L= L(x,u, p) 是 可 微 的 , HPO CR". 
为 了 使 泛 函 

= f L(x, u(x), Vu(x))dz 

在 某 个 Sobolev 空间 W (Q) 上 有 定义 , 并 且 极 值 的 必要 条 件 E-L 方程 也 有 意义 ， 
我 们 还 需要 对 L 添加 如 下 假设 : 

(1) L, Ly, Lp 是 连续 的 ; 

(2) |L(x, u, p)| < CU. + ul? + |pl*); 

(3) |Lu(z, u, p)| + |Lp(x, u, p)| < C(1 + ul? + |p|*). 

事实 上 , 由 假设 (2), Vu € WQ, RY), 


His f Raa). v aso f EE E O < 00. 
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再 由 假设 (3), 
[ lites ula), Vula) + sles ulz), Vu(2))|Fae < o0, 
即 函 数 A(x) := Le (x, u(x), Vu(x)) 与 p(x) := Lp(a, u(x), Vu(z)) € L. 
引 理 10.2 Æ (1), (2), (3) 的 假设 下 , Vu € W19(9), Vy € CHO), 
ôI (uo, p) = SH (uy + sp)|s=0 
a | 有 
证 明 我 们 只 需 关 注 
stu + sp) -Iu = | As@)e(o) + p(s) Vola, 
其 中 
rola) = f Lala, ule) + 0sp(2), Vl) + @spla)))48, 
pst) = | Lp(a, (2) + Osole), ee)+gapG))ag 
由 假设 (3), As, us E LY, g! +q 7-1 = 1, 并且 当 s 30 时, 几乎 处 处 
A(x) 一 DL, (x, u(x), Vu(xz)), p(x) + L(x, u(x), Vu(a)). 
此 外 , Yo € WE (Q, RX)(C°(Q, R%)), (10.3) 的 积分 号 内 有 可 积 的 控制 函数 
C(1 + u(x) + [Vu(z)|?)(p(2)| + [Vo(e))). 
应 用 Lebesgue 控制 定理 , 即 得 结论 


注 10.2 引 理 10.2 的 假设 (1) 中 对 三 个 变量 (x,u, p) 的 连续 性 可 以 换 成 较 
弱 的 Carathéodory 条 件 : 


V(u,p) ERY x RY, x> L(x,u, p) 是 可 测 的 ， 


对 于 ae. x EQ, (u, p) L(a,u,p) 是 连续 的 . on) 


即 , 设 L, Lu, Lp 满足 Carathéodory 条 件 . 口 
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注 10.3 注意 到 Sobolev MATH: 4 q < n 时 , WHIO) > L(Q),r < 
q = xh. 引 理 10.2 的 假设 (3) PERKER ABAD: 
C(1 + ul" + |pl*), r <g*, gq <n, 
(3) |Li(z, u, p)| + |Lp(x,u,p)| < 9 CO + luf + |pl*), r21, gan, O 
C(1 + |pl*), q>n. 
于 是 得 到 如 下 定理 . 
定理 10.9 设 Carathéodory 条 件 (10.4) 与 假设 (2) 和 (3) RE. BE 
p E Wa(0,RN),uo E M = p+ WE (Q, RY) Æ I Æ M 中 的 极 小 点 , 则 wo 满足 
如 下 形式 的 BE-L 方程 : 
[Esl ls), Vas)) p(s) + Ll2, uz), Vula))Vo(a)]de = 0, 
Q 
Vy € CP(N, RN). (10.5) 
在 这 个 意义 上 , 我 们 把 满足 (10.5) 的 解 称 为 E-L 方程 的 广义 解 . 
注 10.4 方向 导数 的 概念 在 Banach 空间 的 微分 学 中 对 应 着 Gateaux 导数 . 


i X 是 一 个 Banach 空间 . HU c X 是 一 个 开 集 , AE VU 上 的 一 个 函数 
f € C(U,R’). o 


定义 10.4 (Gâteaux 导数 ) 设 zo € U, 我 们 称 f Æ ro Æ Gâteaux 可 微 

的 , 如 果 Wh E€ X, 3qdf (xo, h) E R! 使 得 
f(zo+th)— f(xo) — tdf(xo,h)| = o(t) (t> 0). 
我 们 称 df (xo, h) A f Æ xo 处 的 Gâteaux 导数 . 

在 变 分 学 中 , 对 于 空间 WQ, RY) 上 的 一 个 泛 函 了 工 来 说 , 变 分 OT (uo, p) 与 
Gâteaux 导数 dT(uo, p) 的 区 别 在 于 : 在 变 分 中 , p E€ Cg(Q,RY) 或 Ci, RY), 
在 Gâteaux 导数 中 , pe Wi” (Q, RY). 

HT diluo, p) 中 的 积分 有 意义 , 我 们 必须 把 (3) 中 的 增长 条 件 修 改 为 


C(1+ [ut + |pl"), r<aq*,q<n 
(3") |Lu(a, u, p)| + |Zp(x, u,p)| < § CA ++ luf + lpt), r>1, gq=n 
C(1 + |p|), q>n. 


对 于 变 分 积分 I AY Gâteaux 导数 有 如 下 定理 . 
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定理 10.10 假设 (1), (2), (3”) i p E W™I(Q, RY). 如 果 M = 
pW (Q, RY) 上 的 泛 函 : I(u) = fo L(x, u(x), Vu(x))dz 在 up € M 达到 极 小 
fi, 那么 uo 是 Gâteaux TRH, 并 且 


dI (tu, ¢ )= f [Pu(zulz),Vutz))p(z) + Lp(a, ulz), Vu(2)) Vo(2)]dx, 
vp € Wo” (Q, RY). 


比较 (3/) 5 (3”), 显然 (3”) 更 强 , 所 以 在 变 分 学 中 我 们 一 般 不 用 Gâteaux # 
数 , 而 直接 用 变 分 导数 . 


注 10.5 4n=1,J = (a,b) 时 , 利用 (10.5) 还 能 导出 积分 形式 的 E-L 方 


程 : 
[ L,(t,u"(t), w"(t))dt — Lp(t,u*(t),u"(t))=c, ae. (10.6) 
在 第 二 讲 的 注 2.2 中 我 们 已 经 在 Zee(J) 上 建立 了 du Bois-Reymond 引 理 , 我 
们 现在 还 要 把 这 个 引 理 推广 到 Lebesgue 空间 LJ). 口 


引 理 10.3 设 f ELi(J) 满足 
J FAP (tdt=0, Ye € CP(J), 
则 f(t) =c, ae. tE J. 


证 明 固定 f 的 任意 两 个 Lebesgue Ñ a< to < ti <b. $ c= f(to), 取 
e > 0 使 得 (to —€,t1 +e) C J. 构造 一 个 逐 段 线性 函数 Y: 


= 0, t ¢ [to — €,t1 + €], 
Vi ` t € fto, ti]. 


其 余部 分 用 直线 段 连 接 . 显然 存在 {pn} C CF(J), 使 得 pn > Y, WHI). BA 
J f(t)yl,(t)dt > f f(t)w'(t)at 
J J 


从 而 
to ty+e 
et [> f(t)\dt—e7 f f(t)dt = 
to 一 E t1 
X s 一 0 时 , 取 极 限 得 到 f(t1) = f(t.) = c 因为 可 以 取 成 任意 Lebesgue 点 ， 
我 们 得 到 , 对 于 一 切 Lebesgue Rte J, f(t)=c. 引 理 证 毕 . 口 


于 是 在 假设 (1), (2), (3) F, I 的 极 小 点 ut € uo + Wo (Q, RY) 满足 积分 形 
式 的 E-L 方程 (10.6). 


§10.6 Euler-Lagrange 方程 


习 题 
1. 验证 10.4 一 节 中 的 简单 性 质 (1)-(6), (8). 
2. 设 u € W'4(R!), 证 明 : 
pt, y4! 
u € C^(R?), A= q , L <q< œ, 
Lip(R’), q = O00. 
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在 第 九 讲 中 , 我 们 指出 过 泛 函 的 序列 弱 下 半 连 续 性 在 直接 方法 中 起 重要 的 作 
FA. 在 这 一 讲 , 我 们 专门 来 讨论 怎样 判定 泛 函 的 序列 弱 下 半 连 续 性 , 


811.1 ARS 


我 们 从 集合 的 拓扑 性 质 人 手 来 讨论 函数 的 下 半 连 续 性 .从 定义 可 知 , 在 
拓扑 空间 X E, BA f : xX OR 是 下 半 连 续 的 当 且 仪 当 它 的 下 方 水 平 集 
fe= {x EX | f(x) <t, Vt € R!) 是 闭 的 . 在 线性 赋 范 空间 X E, 函数 f 是 序列 
弱 下 半 连 续 的 当 且 仅 当 集合 fe (vt € R!) 是 序列 弱 闭 的 . 

一 般 说 来 , 集合 的 闭 与 弱 闭 是 不 同 的 概念 , 弱 闭 集 必 是 闭 集 ; 但 反 过 来 未 必 
成 立 . 
在 Banach 空间 中 屿 集 有 如 下 重要 的 性 质 : 设 CCX 是 Banach ZE X 的 
一 个 凸 子 集 , 则 


闭 < 一 序列 弱 闭 . 
这 是 由 于 Banach 空间 有 一 个 Mazur 定理 : 4 x, > x, WAY ti > a. 
我 们 可 以 应 用 这 个 结果 来 判定 泛 函 的 序列 弱 下 半 连 续 性 . 回忆 廿 函数 的 定义 : 
在 线性 空间 E 的 一 个 凸 子 集 C 上 给 定 的 一 个 函数 f, 如 果 


FOr + (1—A)y) <AF(z) +1 NAY, Va,y eC, VA € [0,1], 
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AARNE BOW. 不 难看 出 
f 是 西 函数 一 > f= {x € X | f(x) < t} BR, Vi € R’. 
把 这 两 个 结论 结合 起 来 , 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 11.1 设 久 是 Banach FM, # f: X > R! LGBHK, N 


f 序列 下 半 连 续 — > 序列 弱 下 半 连 续 . 


证 明 
f 下 半 连 续 < VteR’, fi HAE. 
f 序列 弱 下 半 连 续 <> Vt € R!，f 是 序列 弱 闭 集 . 
AA VteR', f 是 凸 集 , 所 以 二 者 等 价 . o 


应 用 定理 11.1, 我 们 来 判定 一 些 泛 函 的 序列 弱 下 半 连 续 性 ， 
今后 在 不 会 发 生 误解 时 , 在 记号 上 , 我 们 不 再 区 分 梯度 V 与 广义 导数 意义 下 
的 梯度 D, 一 概 都 记 作 V. 


例 11.1 Q cR BAAR, fe L?(Q). 在 Sobolev 空间 Hj (Q) E, Z 
PR i | 
ru) = | (ZIVU + faula) ) az 
是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 


证 明 AX u> f f(z)u(z)dz 是 线性 的 , 而 且 由 Poincaré 不 等 式 
Q 


Í f(a)u(e)ae < |Iiflizzllullze < CCA) Heller, 


它 又 是 连续 的 , 此 外 它 还 是 凸 的 , 所 以 这 个 泛 函 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 
又 因为 u fy |Vul2) Pda 是 连续 凸 的, 所 以 也 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 口 


例 11.2 E9 CR" 是 有 界 区 域 , 在 Sobolev 空间 Wo'%(Q) (1<q<w,1< 
r< g = yt) E, zm 


Ku) = f (Vula) + ua) de 
Q 
是 序列 弱 下 半 连 续 的 . ( 同 理 , 留 给 读者 自己 验证 .) 
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者 换 成 
Iu) = f (Vua) + etajlaa)man 
其 中 ce L™(Q),c > 0, 则 结论 不 变 , 证 明 也 不 变 . 口 
要 是 去 掉 c 的 非 负 性 限制 , 一 般 来 说 , 因为 了 不 再 是 凸 的 , 所 以 未 必 还 有 序 
列 弱 下 半 连 续 性 . 然而 如 果 再 添加 条 件 r < gt = 2h, 那么 了 仍 是 序列 弱 下 半 连 
续 的 . 
事实 上 , # uy — u, F Wo’), W 
lim int f |Vuj(z)l dz > f |Vu(x)| dz. 
我 们 还 有 
iminf | cw)lun (oh de > TEOLO] dx. 
因 若 不 然 , 则 必 存 在 s > 0, 以 及 子 列 {wj,}, 使 得 
| why Was < f c(x)|u(x)|"dx — e. 
2 Q 
应 用 Rellich-Kondrachov 定理 有 子 列 {un,} C {uj}, Un, > u, F L” (Q), 所 
以 有 
/epsGraz | aahula ar. 
Q Q 
这 是 一 个 矛盾 ! o 


§11.2 Ott S55 Seat 


为 了 变 分 积分 Iu) = f Lz, u(x), Vu(a))de XF u 是 凸 的 ,需要 假设 
Lagrange 函数 L(x, u, p) 对 于 (u,p) ESA. 然而 从 例 11.2 中 的 讨论 可 知 , 这 个 
要 求 太 强 了 . 利用 紧 艇 人 定理 , 对 的 凸 性 要 求 可 以 被 添加 一 定 的 增长 性 条 件 所 
取代 . 我 们 要 把 这 个 想法 应 用 到 一 般 的 变 分 问题 中 去 . 

定理 11.2 (Tonelli-Morrey) #& L:0x RY xR" 一 R!, 满足 

(1) LE CHQ x RN x RY), 

(2) L 30, 

(3) (x,u) EQ x RY, pH L(x,u, p) 24H, 
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则 I(u) = f L(x, ulz), Vulz))dz Æ WQ, RY) (1 < q < co) LAFF BFE 
J 
连续 的 . 


现在 我 们 要 用 到 上 是 函数 的 男 一 个 重要 特征 . 


引 理 11.1 & X 是 一 个 Banach 空间 ,hE X, RR f: X >R! -Ah 
HH. 如 果 f 在 zo 对 于 凡 有 方向 导数 df(xo,h), 那么 


f (20) + df (z0, h) < f(zo + h). 
这 是 单 变量 西 函 数 熟 知 结论 的 直接 应 用 . 
定理 11.2 的 证 明 i uj 一 凿 (Wo 我们 要 证 明 
iminf | L(x, u;(x), Vu;(x))dx > / L(x, u(x), Vu(x))dz. 

Q Q 

1. 由 Rellich-Kondrachov 定理 , 可 以 找到 一 个 子 列 , 仍 记 作 {u;}, 使 得 
u;j—>u, L(O,R%). 
再 由 Riesz 定理 , 还 有 子 列 仍 记 作 {uj;} 使 得 
u;(z) 9 u(x), ae cen. 
Ve > 0, 我 们 知道 存在 紧 集 K CO 使 得 mes(O\K) <e, H 
(1) Æ K 上 一 致 地 有 uj > u (Egorov 定理 )， 
(2) 习 及 分 在 天 上 是 连续 的 (Luzin EM), 
(3) Æ fo L(x, u(x), Vu(x))dx < +00, 则 
f L(x, u(x), Vu(x))dx > f L(x, u(x), Vu(x))dz — € 
K 2 


(Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 定理 ). 
4 fo Lz, u(x), Vu(z))dz = +00, 则 取 fy L(x, u(x), Vu(x))dx > +. 
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2. AA LX} p 是 凸 的 , 所 以 应 用 引 理 11.1 得 到 
I(u;) > 上 L(x, u,(2), Vus(2))de 
> 人 PAT Vula))(Vu,(2) — Vu(x) de + 人 a 
= 上 Paty Vea aes 上 reae la vie 
+ | Cpla,us(a), Vule) = Lle, ula), Vu(2)))(Wus(2) ~ Vulz))dz 
=] +H +M. 
3. 由 (1), Æ K E, wj > u, L MAREN, 所 以 
证 上 L(x, u,(2), Vu(z))de 3 上 Po Naa 
由 (2), Lp(z, u(x), Vu(z)) € LY(K), 取 xr 为 五 的 特征 函数 , 于 是 
vx Lp(x, u(x), Vu(r)) € L” (0) c L” (9). 
利用 u; 一 u (WH(Q)), 推出 
Vu; ~ Vu (L1(Q, R°"), 
可 见 第 二 项 
T= lim f. 六 
最 后 利用 弱 收 敛 列 是 有 界 列 ， 
[vu — Valls < Cllvu — Valle) < ollvulls + Vullu) < C2, 
以 及 在 K 上 一 致 地 
L,(z,u;(z), Vu(z)) = Lp(z, u(x), Vu(z)), 
推 得 
= Jim a | (E> (x, u;(x), Vu(x))—L(2, u(x), Vu(2)))(Vu;(2)—Vu(2))de = 


总 结 如 下 : 
ji Te J E T a 
了 一 oo K 


Hoe > 0 的 任意 性 即 得 
lim I(u;) > I(u). 
了 7 一 co 
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注 11.1 值得 注意 的 是 在 定理 中 没有 上 方 增长 性 限制 , 这 是 因为 我 们 只 涉及 
下 半 连 续 性 , 没有 上 方 的 增长 性 条 件 无 非 可 能 出 现 u e W0) 使 得 I(u) = +00, 
但 这 不 影响 下 半 连 续 性 的 讨论 . 口 


利用 Carathéodory 函数 的 概念 , 定理 11.2 中 的 假设 (1) 可 以 换 成 
(1') 对 a.e. (x,u), p> L(x, u,p) 是 可 微 的 , L 连同 Lp 都 是 Carathéodory 函数 . 


811.3 ”一 个 存在 性 定理 


定理 11.3 ( 极 值 的 存在 性 ) 设 0 c R 是 一 个 有 界 可 测 集 ， 设 wo E 
Wia(Q, RY), 1 <q< œ, RR 

(1) L, Lp 48% Carathéodory 函数 ， 

(2') da € C(Q),b > 0, 使 得 L(x,u,p) > —a(z) + dlp|?, V(z,u,p) € Q x 
RY sR’, 

(3) V(z,u) E Q x RX p> La, u,p) OW, 
NH 

I(u) = | Heula), Yule) ae 

在 uo + Wè” (Q, RY) 上 达到 极 小 值 . 

证 明 我 们 在 自 反 的 Banach 空间 WE (Q, RY) 上 考察 泛 函 v I(uo +v). 

1. 条 件 (2) 与 条 件 (2) 虽然 不 尽 相同 , 但 可 以 用 了 十 fa a(z)dz RÈ T. 再 应 
用 Tonelli-Morrey 定理 于 空间 Wi"(Q, RY), I 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 

2. 了 是 强制 的 , 即 


当 |lullig 一 oo WY, I(u) 一 十 co. 
事实 上 , Vu € Wn (Q, RY), FH Poincaré 不 等 式 , 存在 a, B > 0 使 得 
Ce f a(x)dx +b | IV(u +0) "dx > alioli,- 8. OO 
Q Q 

作为 一 个 例子 , 我 们 断言 Poisson 方程 有 广义 解 . 给 定 一 个 有 界 区 域 0 CR”, 

给 定 f eLO), 存在 we HiQ) WE: 
一 Av = f. 
事实 上 , 由 定理 11.3, ZA 


I(u) = Í (avw- fu) di 
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有 极 小 值 . 


§11.4 Wot 


虽然 我 们 已 经 把 凸 性 要 求 降 低 为 V(z,u) € Q xR”, p L(x, u, p) 是 凸 的 ， 
但 是 在 应 用 问题 中 这 个 要 求 有 时 还 是 太 强 了 . 
例如 ， Jacobi 行列 式 det (2°) 有 明确 的 几何 意义 与 力学 意义 4OC 
R”, u = (ul,u?,---,u”),Q > R” if, SA u W Jacobi 行列 式 的 Lagrange PARK 
在 几何 与 力学 中 会 经 常 出 现 , 例如 , fe C(R',R') 是 一 个 凸 函数 ， 
也 :Rn > Rt, 
A > L(A) = f(det(A)), 
Hp AER”, (8 LX} p 不 是 凸 的 . 
我 们 自然 要 问 , 前 面 所 说 的 工 对 p 的 凸 性 假设 是 不 是 必须 的 ? RIX LR 
依赖 于 p, ME n= 1 的 简单 情形 来 讨论 , 得 到 启发 后 , 再 考虑 一 般 的 情形 . 
i I(u) = f, L(u'(t))dt Œ Whe (J) 上 序列 * 弱 下 半 连 续 , BI 
u >* u(WE(J,R")) 一 lmr(w) > Tu), 
我 们 来 寻求 工 应 满足 的 条 件 . 
不 妨 设 J = (0,1), 特别 地 , Yn € RY, VA e (0,1), WAX 
t(1 +: r)n, tE [0, A), 
AS 7 | (1 t)An, tE [À, 1), 


则 p e Wor? (J). 将 其 周期 延 拓 到 全 直线 , + 
pn 的 = 二 p(mt). 
现在 对 于 任意 的 uo, po € RY, (ERR 
u(t) = vo + pot, 


以 及 序列 
Um(t) = u(t) + pm(t), m= 1,2,.…. 
我 们 有 


[um(t) — Um(s)| = |Ym(t) — Ym(s)| < sup |y'(mé)||é — s|, 
t<0gs 
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Bp 
[umli oo < pw ) 
而 且 
um > u (F L”(J)). 
再 利用 m(t) = yp (mt), p € Wo’ (J, RY), UR p' = 0. 按 第 九 讲 例 9.3, 可 
见 


om 一 0 (F L”(J)). 


如 今 VE € (WHJ, RY))*, RITA E= (£0, 61) € L(I, R?Y), X Dum 一 
Du F L®(J), 便 得 到 


TIRE E f A E E ee INES: 


BY um 一 * u, WH™ (J RY). 


注意 到 
Iu) = | Lpo)dt = Lpo), 
以 及 p 的 周期 性 ， 
Kum) = | Lpo + vn (t))at 
= =f L(po + y'(t))dt 
= | Lpo + oat 


假设 了 是 序列 弱 下 半 连 续 的 , lim infT(w) > Iu), 便 推 出 
/ra + y'(t))dt > L(po). 
有 了 前 面 的 启发 , 我 们 来 考虑 n > 1 的 情形 . 
定理 11.4 设 Q CRn 是 一 个 区 域 , LE C(Q,R? ). wR 
E f L(Vu(z))dz 
Q 
在 WL(Q, RY) 上 是 “35S FEE EAD, 即 


uj St u (W®(Q,R")) = lim (u) > T(u), 
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那么 对 于 任意 立方 砖 DCD CA, vAo € R"N(n x N #3), 
J L(Ao + Vep(x))dz > L(Ao)mes(D), Yy € WE” (0, RY). 
D 


证 明 1. 我 们 先 把 on 的 构造 推广 到 高 维 , 不 妨 设 D = [0,1 是 单位 立方 
砖 . 对 于 任意 ke N, 把 D 作 2* 等 分 , D = UE Dr, 其 中 DE 是 边 长 为 2-*, 中 
心 在 c = 2 (yi +i yti gh +4) 的 子 立方 砖 , 而 (viyy = 
1,2,… , 26 遍历 格 点 (0, 1,2,… ,2* 一 1)”. 如 今 对 于 任意 ve Wo? (D, RY), #4 
其 周期 扩张 到 R”. > 


1 
w(x) = 未 v(2 (7 二 
便 有 
Vaok(z) = Vo(2*(2 — ct)), 2 € DF, VI =1,2,--- 2", 
以 及 
wą >0, 于 L®(D,RY), 
Vu, —*0, F L®(D,RY). 
2. 定义 


Up(Z) = Aoz + w(x), k= 1,2,.…, 
其 中 w 定义 如 上 , 并 且 令 其 在 D 外 为 0. 可 见 


Up —>* u = Ápt. 


于 是 
mes(Q)L(Ao) = I(u) < liminfI(u,), 
并 且 
Hae 人 EE [ _ Maa) 
=>, iz L(Ap + Vo(2*(a — cf)))dr + L(Ao)mes(Q\D) 
二 Í L(Ao + Vu(a))dx + L(Ao)}mes(Q\D)). 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 口 


为 此 Morrey 引入 函数 的 拟 凸 性 (quasi-convexity) 概念 . 
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定义 11.1 函数 工 称 为 是 拟 目 的 , 如 果 VA € R(n x N HH), V 立方 砖 
D C R”, Ww € Wo'~(D,RN), 有 


mes(D)L(A) < J L(A + Vo(z))dz. 
D 
拟 凸 性 的 重要 意义 在 于 它 能 保证 泛 函 的 序列 弱 下 半 连 续 性 . 下 列 定理 的 证 明 
很 长 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 [Da], pp.156-167. 
定理 11.5 (Morrey-Acerbi-Fusco) 当 l<p<oo 时 , # 
I(u)=] L(Vu)d 


在 WQ, RY) 是 序列 弱 下 半 连 续 的 (AS p= oo 时 , 是 序列 * 弱 下 半 连 续 的 )， 
则 L AWLA. 反 过 来 , 添加 如 下 增长 性 条 件 : 


a(1+1Al) < L(A) < a(1 + |AP), 1<g <p<o0, 
IL(A)| < 7(|4)), p = ©, 


其 中 a > 0 是 常数 , nn 是 一 个 不 减 连续 函数 . 若 工 是 拟 廿 的 , 则 当 1<p<o 
时 , Z Æ WHP(Q, RY) 是 序列 弱 下 半 连 续 的 (或 当 p = oo 时 , 是 序列 * 弱 下 半 连 续 
的 ). 


哪些 函数 是 拟 凸 的 ? 设 f : RR! > R! 是 凸 的 , 以 及 ue LO), 则 由 Jessen 不 


等 式 

/ (去 [ u(z) ) d< 5 [ suc@)ae, 
可 见 若 L 是 凸 函数 , M L 必 是 拟 凸 函数 . 事实 上 , 设 p Lp) EGK, WA 

L(p) = L (mes(p)= for Vo(2))de ) 
D 
< mes(D)~* | L(p+ Vo(z)dr, Vy E€ Wo’(O,R%). 
D 
值得 注意 的 是 当 n=1 或 N= 1 时, WG =. 


我 们 先 就 n = 1 的 情形 证 明 拟 凸 之 h. 
En ERY, YA c€ [0,1]. $ 


& =E+(1-—A)n, 
E2 = E — AN, 
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则 
E = A&i + (1 -— A)é2, 
n = 61 — £2. 
定义 函数 
= t(1 T A)n, tE [0, A), 
on | (1—t)An, t€[A,1), 
代入 拟 凸 条 件 得 到 


Le) < | LEH Od 


入 1 
=f L(é1)dt + 上 L(&2)at 
0 入 
= AL(£1) + (1 — A)L(é2). 
这 表明 pro L(p) 是 凸 的 . 
我 们 再 对 N = 1, n > 1 的 情形 来 证 明 拟 凸 一 h, 即 对 Yé, é €R”, 证 明 
Z(At + (1 — MN)é) < AL(Er) + (1 — AJL (Ea). 
选取 一 个 立方 体 Dc 9, 不 妨 设 D = 0,1. 沿用 上 面 的 函数 p, Ve = 
(£1, ora) € D, 定义 
wk(Z) = nk p(kz1), 


于 是 
_ J (1— Nn, {kzı} € [0, A), 
Vux(z) = hen {kx} € [A, 1), 


其 中 {y} 表示 y E R! 的 分 数 部 分 , n = &1 一 &. 再 令 
wk(Z) = nmin{k'y(kz,), dist(z, OD)}, 


其 中 dist(z, 3D) = inf { supicicn lle: — vill ly = (Y Yn) € OD}. 可 见 
vklap = 0, 以 及 存在 常数 K > 0 使 得 |wk(z) — vle) < Kllz — yll. 从 而 
Up E Wy’? (D), 1 < p < co. Wh, 


mes{Z € D| Vug(xz) Æ Vux(z)} 7 0, k > œ. 


如 今 取 Di = {z € D| Vuz(z) = (1—A)n}, D2 = {z € D| Vuz(x) = —An}, 
则 D= Di U D,. 
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HF LÆRK, 所 以 
ReaD) LOU AES 上 人 
S E= AM + (1—-A)Eo, 则 由 积分 的 绝对 连续 性 , 我 们 有 
te J De on = lim 上 L(é + Vug(2))dx 


= | Ledde+ | Lede 
= (AL(&1) + (1 — NL(é2))mes(D). 


然而 存在 不 是 凸 的 拟 凸 函数 . 例如 , 和 矩阵 的 行列 式 


A | det(A). 


我 们 仅 就 N = n = 2 验证 这 个 结论 . AEE A = (ag). W u = (wi, ua), 
P = (pi), L(P) = det(P). 因为 


det(VP) = ð (p122) — 02 (P10192)) 


所 以 
f det(Vo)dr =0, Yy € Wo'™” (0). 
D 


于 是 有 
mes(D)= | det(A + Vy(x))dz 
D 
= mes(D)= | [det(A) + det(VP(Z)) 十 ail0202 十 02201p1 
D 
—€4201 P2 — Aoi 02 |dx 
= det(A). 
回忆 第 六 讲 中 介绍 过 的 判定 弱 极 小 点 uo 的 Legendre-Hadamard 条 件 ， 
Lyi pk (z, uo(x), Vuo(x)) rns >0, Va eR™%, rank(r) = 1, 


它 与 凸 性 有 关系 . 事实 上 , WE V(z,u) EQ x RY, po L(z,u,p) BOW, 并 且 
L c C?, 那么 对 于 任意 u, Legendre-Hadamard 条 件 成 立 . 
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然而 , Legendre-Hadamard 条 件 并 不 要 求 工 对 所 有 7m x N 矩阵 是 凸 的 , 只 要 
求 其 对 秩 1 的 矩阵 是 凸 的. 我 们 把 满足 条 件 (以 下 省 略 (x,u) € Ox RY) 
L(AB + (1 — NO) < AL(B) + (1— L(C), 
VA € [0,1], VB,CeM"*%, rank(B-C)=1 


的 Lagrange 函数 L 称 为 秩 1 AH. 
各 种 凸 性 之 间 的 关系 如 下 : 


D 一 拟 凸 一 Rie m, 
回 到 存在 性 问题 , 借助 于 Morrey-Acerbi-Fusco 定理 , 我 们 有 如 下 更 一 般 的 存 
在 性 定理 . 
定理 11.6 RL: MnxN -> R! ah, 并 存在 常数 C2 > C1 > 0 使 得 
CilAP < L(A) < C2(1 + |A}P), 1<p<oo, 
Rik v € W170, RY), Me E = Wi? = {u € W190, R” )lulon = vloa} 中 ， 


Tu) = | £(Vu(2)) de 
达到 极 小 值 . 


>] om 
1. 设 VYreQ, (u,p) 9 L(z,u, p) 是 凸 的 , 求证 泛 函 
(u)= 上 L(z, u(x), Vu(x))dx 
Q 
对 于 u 是 凸 的 . 

2. 在 空间 W1*(0,27)(1 <q < œ) 中 求 序列 en(z) = i sinnaz 的 弱 极 限 . 

3. 设 OC R" 是 一 个 有 界 区 域 , 又 设 在 空间 WHO) < q < œ) 中 , 序列 
{uj} SIMS, 并 且 {u} 几乎 处 处 收敛 到 一 个 函数 uo. 问 {uj} 是 否 有 子 列 在 
LQ) 收敛 ? 收敛 到 什么 ? uo 是 否 在 WHO) F? 

4. 设 J = (0,1), à € (0,1),a,8 € RÈ, 

_ ja, x € (0,A), 
ao G z € (A,1). 
& n(x) = p(nz). WIE: pn + Aa + (1 — A)B. 
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5. 下 列 泛 函 是 否 在 对 应 空间 中 弱 下 半 连 续 ? 
(1) 设 更 是 单 变量 的 凸 函数 , c 是 有 界 集 0 上 的 连续 函数 , (u) = 
Jq(@(Vu(z)|) + e(x)|u(z)|*)de, W*4(Q). 
(2) I(u) = foll + [Vu(a))?}'/7dz, W™ (0). 
(3) I(u) = ft, Pu(t)2dt, H1(—1,1). 


第 十 二 讲 ”线性 微分 方程 的 边 值 问题 
与 特征 值 问 题 


§12.1 ”线性 边 值 问 题 与 正 交 投影 


在 前 几 讲 研究 泛 函 极 值 存在 性 的 方法 中 , 定义 域 的 弱 列 紧 性 和 泛 函 的 序列 弱 
下 半 连 续 性 起 着 重要 的 作用 . 
然而 正如 第 九 讲 提 到 的 , 有 一 类 对 应 于 线性 微分 方程 的 特殊 变 分 问题 , 弱 列 紧 
性 与 序列 弱 下 半 连 续 性 可 以 被 Hilbert 空间 的 完备 性 所 取代 , 只 要 用 到 Hilbert 2 
间 的 正 交 投影 就 够 了 . 本 讲 介绍 正 交 投影 方法 和 它 在 变 分 问题 中 的 应 用 . 
回顾 第 十 一 讲 中 的 Poisson 方程 问题 . BO CR" 是 一 个 有 界 区 域 , 给 定 一 个 
函数 f e LO), Ku: Q> R! 满足 下 列 方程 : 
—Au =f, Q, 
| u=0, on. 


在 第 十 一 讲 中 , 我 们 通过 证 明 在 空间 A (Q) HZA 


I(u) = [ (Fiver 一 fu) dx 


的 极 小 化 序列 有 收敛 子 列 来 求 得 极 值 . 
然而 注意 到 HiO) 是 一 个 Hilbert 空间 , 它 有 内 积 


((u, v)) = [ vuvede, u,v € Hy(Q), 
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ZK 了 的 第 一 项 正 是 这 个 空间 的 内 积 导 出 的 模 , 它 的 第 二 项 也 可 以 通过 内 积 的 形 
式 表达 出 来 . 事实 上 , 把 
pr | f- pdz 
Q 


看 成 是 HiQ) 上 的 线性 泛 函 . 由 Schwarz 不 等 式 得 到 


[ov 
Q 
利用 Poincar6 不 等 式 便 有 


[yo 


可 见 它 还 是 连续 的 . 于 是 存在 Foe (HO) 使 得 


< | lll. ; 


< Cllflle lpllan, 


P(e) = | f- pde. 


按 泛 函 分 析 中 的 Riesz 定理 , AMERRE RA ARK, 即 3wo € HEO), 
使 得 
((uo, 9)) = F(p) = | foda. 
Q 
现在 我 们 把 了 的 E-L 方程 写成 内 积 的 形式 : 


((u,9)) = f F war = (uoy), Ve € CFO) 


因为 CL) Æ HO) 中 是 稠密 的 , 所 以 u = uo 就 是 解 . 

在 这 里 好 像 既 没 有 涉及 极 小 化 序列 也 没有 用 到 序列 弱 下 半 连 续 性 和 弱 列 紧 性 ， 
就 直接 解 出 来 了 . 其 实 Riesz 定理 的 证 明 过 程 本 身 , 就 是 在 求解 一 个 变 分 问题 , 即 ， 
在 Hilbert 空间 中 寻求 一 点 到 一 个 超 平面 的 距离 与 垂 足 . 

让 我 们 回顾 一 下 这 个 证 明 . 记 


M = {n € Hg(Q) | F(n) = 0}, 


它 是 Hi(Q) 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 如 果 vp e HiO), 我 们 能 够 得 到 在 M 上 
的 正 交 投影 n, 即 9 € M, 并 且 p 一 n = ELM, 那么 我 们 只 需 取 


[s] 


F(E) tta, 
Vo = 
0, €=0, 
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就 有 ((vo, ")) = Fly). 
事实 上 , # € = 0, 则 上 式 显然 成 立 . Æ E A 0, ABA Vy € Ha), 


F(p) = F(é), 


((vo, 9)) = F(E) (i e) = F (8). 
即 得 结论 . 
如 果 我 们 把 抽象 Hilbert 空间 中 的 内 积 具体 化 : 


a=(/ Vuar), 


那么 下 列 证 明 的 过 程 正好 就 是 求解 变 分 问题 的 极 小 化 过 程 . 
现在 回 过 来 看 正 交 投影 的 存在 性 (图 12.1). 这 可 以 先 化 归 为 一 个 求 极 值 问题 : 


min lp — z], 


9 
a 
c= 


图 12.1 
事实 上 , 如 果 存 在 nE M 使 得 [y-n] = min [wp — z], ABA E = y — n HA 
((€,2 —)) = 0, Vz € M, 
这 是 因为 Yre Myt € [0,1], $ 


g(t) = [y — (tz + (1 -MT 
=[p— - tly - n, x - n)) +0 fz- nl’, 


g Æ t 的 一 个 二 次 函数 , CE t= 0 处 达到 极 小 值 , 所 以 


g'(0) = —2((p — n, z — n)) = 9, (12.1) 
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即 
这 个 极 小 值 为 什么 是 存在 的 ? $ m = infrem [yw 一 r]. 取 极 小 化 序列 {nj} c 
M, 使 得 
[lm 
(图 12.2) 问题 是 : {m;} 是 否 收敛 ? Ye > 0, 利用 平行 四 边 形 法 则 , 再 注意 到 M 是 
一 个 线性 子 空间 , 我 们 有 


[ns — mel” = 2(n; — pl + Im — oI’) - 4 | 号 2 o| 
<4(m+e)?—4m?, 当 j,k 充分 大 . (12.2) 


a 


图 12.2 


可 见 {nj} 是 一 个 Cauchy 序列 . 因为 空间 HiO) 是 完备 的 , 所 以 {nj} 是 收 
KH, ny 一 7. 又 因为 M 是 闭 的 , 所 以 ne M, 并 实现 


În- vl = min [y — 2]. 


这 是 从 另 一 个 角度 来 验证 Dirichlet 原理 . 由 于 问题 的 特殊 性 , 没有 必要 引入 
弱 收 敛 , 然而 空间 的 完备 性 起 着 关键 的 作用 . 

这 个 方法 同样 可 以 应 用 于 求解 变 分 不 等 式 (参看 第 六 讲 ), 例如 , 薄膜 的 障碍 问 
题 : 在 有 界 区 域 Q CR 上 给 定 一 个 可 测 函 数 V(z) 作为 障碍 , 以 及 作为 外 力 的 函 
数 f e P(Q). RR u: O 一 R! 的 平衡 位 置 . 

我 们 把 这 个 问题 提成 一 个 变 分 问题 . 取 Hilbert 空间 HEN) 上 的 一 个 闭 凸 集 
C = {u € Hi (Q) | u(x) < o(z)ae.}. id (f,v) = fof ude. 求解 u c C, 使 得 


((u,v—u))—-(f,v—u) 20, WEC. (12.3) 
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经 上 面 的 讨论 , 存在 wo € HY (O) 使 得 
((uo, v)) = (f, v), Vu € Hy (2). 


于 是 化 归 为 
((u— uov- u) 20, WeEC. (12.4) 


根据 前 面 的 推理 , 化 归 求 
min [uo — v] (12.5) 
事实 上 , A u 是 这 问题 的 解 , MA Vo € C, tv + (1-—t)u € C, (12.1) BA 
g'(0) > 0, 
Bp (12.4). BF (12.5) 的 解 的 存在 性 仍 是 通过 极 小 化 序列 {n} C C 来 得 到 的 . A 
为 C 是 凸 集 , 所 以 在 (12.2) 中 (mj +m) < C. 再 由 平行 四 边 形 等 式 , {m;} 还 是 


一 个 Cauchy 列 , 而 C 是 闭 的 , 所 以 在 C 中 , 存在 极限 实现 极 小 . 我 们 已 经 知道 问 
题 (12.5) 的 解 就 是 (12.3) 的 解 


812.2 ”特征 值 问题 


OCR" 是 一 个 区 域 , 对 于 哪些 入 cR, 边 值 问题 


| —Au= Au, Q, 


12.6 
u=0, an a 


有 非 零 解 v? 和 矩阵 的 特征 值 问题 类 似 , 我 们 把 它 称 为 微分 算 子 -A 的 特征 值 问 
题 . 

对 应 着 非 零 解 的 数 入 称 为 “ 谱 ”. 如 果 这 个 非 零 解 u 是 LO) 函数 , 那么 我 们 
称 它 为 特征 函数 , 称 相应 的 A 为 特征 值 . 在 几何 、 力 学 、 物 理 以 及 许多 数学 分 支 中 
经 常 遇 到 寻求 这 类 特征 值 的 问题 . 

特征 值 问题 可 以 用 约束 变 分 方法 处 理 . 正如 第 六 讲 所 述 , 令 


rw = | Vu? dz, 
Q 


以 及 
N(u) = f p? dz. 
Q 
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min{I(u) | u € Hi(Q) NN (DT (12.7) 


如 果 ol € CUQ) 实现 这 个 极 小 值 , 那么 应 用 Lagrange RT, 对 于 调节 后 
的 Lagrange 函数 的 E-L 方程 , 存在 `M ER! 满足 


因为 N(p1) = foly? dz = 1, 所 以 yp, 是 非 零 的 . 再 在 (12.8) 式 的 两 边 同 乘 

以 pı 后 积分 ， 得 到 
Kg) = | VoiP de = a. 
这 表明 
A, = min{I(u) | u € Hj(Q)NN7"(1)}. (12.9) 

下 面 我 们 来 验证 极 小 值 问题 (12.7) 解 的 存在 性 . 为 此 假设 O C R 是 一 个 有 

ARM. 我 们 已 经 知道 了 是 强制 的 并 且 是 序列 弱 下 半 连 续 的 , 剩 下 来 要 验证 集合 
M, = {u € H2(Q) | N(u) = 1} 


4% Rellich-Kondrachov 紧 性 定理 , TARK Q, HiQ) > L*(Q) BRA 
是 紧 的 . 由 假设 u; 一 u HiO), 蕴含 了 wj 存在 子 列 


wu (LO)). 


vidz = 1, 
fe 


f u’dx = 1, 
Q 
BI u € My, 亦 即 Mi 是 弱 闭 的 . 
求 得 第 一 个 特征 值 以 后 , 类 似 于 和 矩阵 特征 值 的 问题 , 我 们 自然 要 问 : 还 有 没有 
其 他 的 特征 值 了 ? 怎样 求 得 它们 ? 
我 们 继续 使 用 约束 极 值 的 思想 , 取 集 合 


Mə = {ue Mi| f upidz=0}, 
Q 


推 得 
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求解 
min{I(u) | u E€ M2}. 


如 果 p € M 是 它 的 一 个 极 小 点 , 那么 同 理 ws #0, 并 且 存 在 Lagrange R 
F àz, pe 使 得 
一 人 Aowpy> 一 入 2002 十 H2P1. (12.10) 


我 们 要 证 明 : u = 0. FXE, 对 (12.8) 两 边 同 乘 以 yo 然后 积分 得 到 
人 weverar = | VolVwadzZ = Ai | P19p2d7 = 0; 
Q Q Q 
在 等 式 (12.10) 的 两 边 同 乘 以 pl 后 积分 , 得 到 


| Sooda = mn | lyil?dz. 
Q Q 


这 样 一 来 就 有 
-Ayp = rope F Q. 
也 就 证 明了 A 是 一 个 特征 值 , po 是 相应 的 特征 函数 , ps A p1. 还 有 
Wk E | Veo EE A Sy 


为 了 证 明 7 在 Mz 上 能 达到 极 小 值 , 我 们 还 要 验证 Ms 的 弱 闭 性 . Bu; 一 
u (H (Q)), 则 由 {u;} C Mı 以 及 Mi 是 弱 闭 的 ， 推出 uE Mi, 再 由 to u;pidxr = 


0, 推出 
1 uy dz = Q. 
Q 


即 u € Mo, 亦 即 M2 是 弱 闭 的 . 
如 此 继续 下 去 , 令 
M, = fu € M f vende a o} 
同 理 证 明 它 还 是 弱 闭 的 , 从 而 极 值 问题 
min{I(u) | u € Mn} 
有 解 pn #0, 满足 


n—-l 


一 Apn = AnPn + > Hg P35. 


j=l 
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同 理 用 数学 归纳 法 可 证 : jw = … = n- = 0, 便 得 到 
—Apn, = Ann 


其 中 
An = Tpn) = min{I(u) | u E€ Ma} > An-1- 


于 是 我 们 有 如 下 定理 . 


定理 12.1 设 Q CR" 是 一 个 有 界 区 域 , 则 方程 (12.6) 存在 一 列 特征 值 : 0 < 
Ar S Ao S +++ 4 +00, 以 及 对 应 的 特征 函数 {yp1,p2,…}C HO), 满足 


Ay; = Xipi 
Q 
以 及 
(Yi, 95)) = | VwiVwpjdz = ~ | pipidr =0, Viz#j. 
Q Q 
证 明 现在 只 需要 再 证 明 : A +00. 
我 们 用 反 证 法 , 如 果 IC > 0 44 An <C, 那么 
[verar=% {loar=% <0, vi. 
Q Q 
这 表明 {pjj 是 HOA 中 的 有 界 列 , AmA SAFA] 
py — p* (Ho (9)). 
一 方面 , 应 用 Rellich-Kondrachov 紧 性 定理 , 有 


py > pL (0)). (12.11) 
男 一 方面 , 由 /pipjdx = 0, 1A j, 可 见 
| lpi — oj dz = f (y; + pI)dr =2, iF). (12.12) 
Q Q 


将 (12.11) 代入 (12.12) 得 到 
f lo* — pj) dz =2, Vj. 
Q 
特别 地 , 取 了 三 也 便 有 fole -yde = 2. 这 显然 与 (12.11) 矛盾 . 口 


注 12.1 由 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 , 特征 函数 pi pz …… 在 区 域 内 实际 
上 都 是 无 穷 次 连续 可 微 的 . 如 果 区 域 O 的 边界 还 是 光滑 的 , 那么 它们 在 O 上 也 是 
无 穷 次 连续 可 微 的 . 口 
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812.3 ”特征 展开 


我 们 已 经 证 明了 特征 函数 组 {p} AME HN), MB L 空间 的 内 积 
下 也 是 两 两 正 交 的 , 从 而 形成 LQ) 空间 中 的 一 组 正 交 基 . 现在 还 要 证 明 对 于 
L?(Q) 空间 来 说 , 这 组 正 交 基 是 完备 的 . 
Vu € LQ), + 
on = | ulz)pn(a)ar, Vn, 
Q 
PEA u 的 广义 Fourier 系数 . 作 部 分 和 


sm(Z) = DA 
n=1 
所 谓 {yp }9° 是 完备 的 , 是 指 当 mm 一 co 时 ， 
sm(Z) > u(x) (L7()). 
事实 上 , 一 方面 由 正 交 性 ， 
Des Pie 2 
f h AE E [ Vul? dx — 2 [ ee f Vanl de 


= || Vull? -2J Anlenl? + J Anlenl? (12.13) 
n=1 n=1 


= |vull > Anlenl , 
n=1 
推 得 g 
Salal f [vul de. (12.14) 
n=1 Q 
男 一 方面 , 因为 u— sm E€ Mm+1, 所 以 
J |V (u — Sm)| d£ > Amı f ju — sml dz. 
Q Q 
利用 (12.13) 推出 
1 
lu — Sala < ~— lvuls +0 (m> 00). 
m+1 
于 是 有 Fourier 展开 


u(t) = 》 cnpn(Z) (在 到 平均 意义 下 收敛 ) 
n=1 
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以 及 Parseval 等 式 


m OO 
2 erem ] 2 = 1 . 9 . . mre 2 
[ uiz = him, snl = im, Y vcs f vipsdr = Yo len’ 
i, j=1 m=1 


此 外 , 我 们 还 能 进一步 有 

(1) sm > u F ARQ), 

(2) iP (Val dr = S204 Anleal’: 

事实 上 , 联合 (12.13) 与 (12.14), #4 m >n > œ, 就 得 到 


IV (5m — sala = >, Asle? > 0. 


j=n+1 


于 是 有 sm > u(HG(Q)). 这 时 


CoO 
[val = lim ||Vsmll? = 》 Alcs}. 


j=l 


注 12.2 在 n= 1 的 特殊 情形 , 我 们 考虑 如 下 Sturm-Liouville 问题 . 在 区 间 
J = [a,b] 上 给 定 pe C1(J), q E C(J), 假设 存在 常数 a > 0 使 得 


p(x) >a. 
Mik q(x) > 0,Va € J, 我 们 把 


Lu = —(pu')' + qu 


PRA Sturm-Liouville 算 子 . 口 
考察 下 列 特征 值 问题 : 
Iu=Xu FJ, 
u(a) = u(b) = 0. 


和 前 面 的 讨论 完全 一 样 , 在 空间 A (J) E, ZRK 
Tu) = | Sow’ OP + aluPyat, 
不 过 现在 我 们 针对 泛 函 I 定义 Ab (J) 的 一 个 等 价 模 与 内 积 如 下 : 
iui = (Joeop+egkopa ， 
(00) = f OOE) taut) ol) 


§12.3 ”特征 展开 


通过 逐次 引入 约束 Mi = {u € Hi(J) | [wdt = 1}, Ma, 
值 与 特征 函数 


0< Ay SA +o%, 


以 及 
P1,P2,°°" ; 
我 们 不 难 验证 pn E€ C?(J), Yn. 
它们 满足 
Í Pn Pmadx = Onini Vn, m, 
J 
以 及 


Lo, = 和 nn Vn. 
此 外 , Vu € Hg(J), 有 广义 Fourier 展开 


u(x) = 》 cnpn(7) 
n=1 
在 HUO) 意义 下 收敛 , 其 中 
„(z)dz. 
n= | ula)pn(z)de 
例 12.1 设 p = lg = 0, J = (0, 7], 则 


Lu = —ü. 


这 时 
AMn =n, n(x) =sinnz, n=1,2,---. 
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…, 我 们 得 到 特征 


口 


注 12.3 除了 Dirichlet 问题 外 , 我 们 还 可 以 讨论 其 他 类 型 边 值 的 特征 值 问 


AA, 例如 Neumann 问题 : 


| —(pu')’+qu=u_ 于 (a,b), 
u'(a) = u'(b) = 0. 


口 


正如 在 第 一 讲 与 第 六 讲 中 所 指出 的 , 对 于 Neumann 问题 我 们 用 空间 A+ (QO) 取代 


空间 Hy(Q). 这 是 因为 用 分 部 积分 公式 


J oek = (pu') ple 一 J i 
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于 积分 形式 的 E-L 方程 
b 
f mio +(q—d)uy)dz =0, Vee HS), 


同时 导出 微分 方程 

一 Pu) + qu = Au 
和 边 值 条 件 

u' (a) = u'(b) = 0. 


然而 在 空间 HJ) E, ZA 


b 
I(u) = J (ph? + qlul?)ax 


没有 强制 性 . 我 们 用 它 的 一 个 子 空间 


x= {uemn| [we=ol, 


即 , 与 常 值 函 数 正 交 的 子 空间 来 取代 HJ). 
在 子 空间 X 上 Poincaré 不 等 式 还 是 成 立 的 . 证 明 方法 和 原来 的 一 样 , 因为 
f? udx = 0, 所 以 I£ € (a,b) 使 得 u(€) = 0, 于 是 


|u(ax)| = ie wa < (b-a)? (/ pat r 


我 们 现在 可 以 在 这 个 子 空间 X PRZE I VME, 换 句 话说 , 相当 于 在 空 
间 A (J) 中 添加 一 个 积分 约束 条 件 


[woe = 0. 


值得 注意 的 是 , 这 个 约束 所 产生 的 Lagrange 乘 子 在 方程 中 自然 消失 . 

注意 到 当 q = 0 时 , 非 零 常数 本 身 就 是 对 应 于 特征 值 为 0 的 一 个 特征 函数 . 此 
时 在 Neumann 边 值 条 件 下 , Sturm-Liouville 问题 的 特征 值 为 {0, 入 i, 入 2,…}, FF 
征 函数 为 {1/Vb 一 a pl; p2,--: }- 

对 于 Laplace 算 子 的 Neumann 边 值 条 件 下 的 特征 值 问 题 : 


§12.4 ”特征 值 的 极 小 极 大 刻画 . 183 . 
其 中 n 是 OO. 的 单位 法 方向 , 我 们 也 引进 子 空间 
X= fu € H(0)| f u(z)dz = o} 


把 Poincaré 不 等 式 推广 到 这 个 子 空间 , 再 在 这 个 子 空 间 上 (添加 一 个 约束 条 件 ) OR 
ZR I(u) = fo |Vul?dx 的 极 小 值 . 

注 12.4 同样 的 方法 可 以 用 来 研究 一 个 无 边 的 紧 Riemann 流 形 (M,g) 上 
Laplace-Beltrami 算 子 的 特征 值 问 题 : 


1 本 
Au = — 0,(g" ./g0;u), 
9 ee (g v90; ) 


其 中 g = det(gi;), 没有 边 值 条 件 . 口 
特别 值得 注意 的 是 周期 边 值 条 件 的 特征 值 问题 : 


一 (pu') +qu = àu 于 (a,b), 
u(a) = u(b), w(a) = w(b), 
它 可 以 看 成 是 无 边界 流 形 S 上 的 特征 值 问题 . 这 时 我 们 用 周期 函数 空间 A (J) 
取代 HE(J), 并 用 Wirtinger PEA ( 见 第 十 三 讲 引 理 13.4) 取代 Poincaré 不 等 式 
来 验证 泛 函 的 强制 性 . 
注 12.5 以 上 确定 特征 值 与 特征 函数 的 步 又 正 是 R” 中 二 次 曲面 确定 标准 型 
的 几何 方法 , Ap", Ag*, + 是 逐次 的 长 轴 . 口 


§12.4 ”特征 值 的 极 小 极 大 刻画 


前 面 关于 特征 值 An 的 极 值 刻画 是 递归 式 的 , 也 就 是 说 必须 逐次 确定 了 前 
n 一 1 个 特征 函数 yg1,… ,pn_1 之 后 才能 确定 An. 下 面 的 极 小 极 大 定理 使 得 An 
的 确定 可 以 一 步 到 位 . 


定理 12.2 (Courant 极 小 极 大 定理 ) 


hv de [Yu da 
An 


= ma 
Bet ve BE No Par EN 


其 中 En- 是 HEQ) 中 的 任意 n 一 1 维 线性 子 空间 . 
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证 了 明 设 wv1,… ,vn_1 E HEO) 是 一 组 线性 无 关 的 函数 , > 
E,-1 = span{v1, v2,.** ,Vn_1}, 
以 及 


f [vul dz 
i MS a 


E,-1)= min ; 
p(En-1) ue E+_,\{0} Lf i 
Q 


一 方面 , 我 们 证 明 : 
PE, 1) < An: 


事实 上 , > {y1,--+, Gn} 为 前 n 个 特征 函数 , 则 (EY A span{yi,---, 
Pn} # Ø, 即 有 非 零 的 u WE: 


Sa | pwde =0, $= Leese ns 1, 
i=1 “8 


这 个 以 (fo pivjdz) 为 系数 的 n 个 未 知 数 C1,°°* ,Cn 的 n—1 个 方程 组 必 有 
非 平凡 解 . 再 由 Ai < 和 2 < +++ < An, 推出 


< An. 


[ jude So 


i=1 


男 一 方面 ， 特别 地 取 E 二 并 一 {P1， Wk »Pn-1}; {EA 


~ 


max u(En-1) > p(En-1) = àn. 
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>] 题 
1. 设 QC R 是 一 个 有 界 区 域 , 又 设 re C(O) 是 一 个 正 连续 函数 , 试 证 : 
_Au(z) =Ar(2)u(x), 22, 
u(x) =0, TEQ 
存在 无 穷 多 特征 值 与 特征 函数 . 它们 依 下 列 定 义 的 内 积 两 两 正 交 : 
Cente f E aya 
2. 沿用 上 题记 号 . 设 ay € CHQ), c e C(Q), 又 设 存在 a > 0, 使 得 


V aij(z)865 > aél, VE = (E ,én) ER”. 

i,j=1 
试 证 : 

oe 5 8;(a;,;(x)O;u(z)) +c(z)ulz) = Au(z), EQ, 
i, j=1 
u(z)=0, xe an 
存在 无 穷 多 特征 值 与 特征 函数 . 
3. 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , a : H x H > R! 是 一 个 双 线 性 有 界 泛 函 , VCH 
是 一 个 线性 子 空间 . 又 设 存在 c > 0 使 得 
a(v,v) > ellv||?, Vu eV, 


则 (V, a(-,-)) 是 一 个 Hilbert 空间 . 
WHE: VF c V*, 存在 唯一 u c V, 使 得 


a(u,v) = F(v), Vue V. 
4. 在 题 2 中 , 设 € LO), WE: 


一 a 0;(a;,;(x)O;u(x)) + c(x)u(xz) = f(z), rEQ, 


i,j=1 


u(x) =0, xeon 


存在 唯一 解 ve HEO). 
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在 上 两 讲 , 我 们 把 一 个 E-L 方程 解 的 存在 性 化 归 为 寻求 泛 函 的 极 值 . 在 一 定 
RFF, 极 小 点 u 是 在 某 个 Sobolev 空间 的 WQ) 中 通过 极 小 化 序列 方法 得 到 
的 , 只 能 在 推广 的 意义 下 满足 方程 


[Pu(zu(z)Vulz))p(z)+ Lp(a, u(x), Vu(a))Vo(a)|de =0, Yp E€ CPA) 


即 这 个 极 小 点 是 对 应 的 E-L 方程 的 广义 解 . 

然而 对 于 含有 一 阶 导数 的 泛 函 , 其 E-L 方程 是 一 个 二 阶 微分 方程 ,只 有 当 解 是 
二 次 可 微 的 函数 时 才能 成 为 通常 意义 下 的 微分 方程 的 解 . 从 微分 方程 的 角度 看 , 还 
需要 回答 这 个 广义 解 有 没有 足够 的 可 微 性 来 满足 对 应 的 E-L 微分 方程 ? 也 就 是 说 ， 
能 否 从 所 得 的 广义 解 u 导出 u c C?? 或 更 高 的 可 微 性 ? 甚至 解析 性 ? 这 就 是 所 请 
的 正则 性 问题 . 

我 们 把 寻找 广义 解 的 问题 称 为 “存在 性 ”问题 , 而 把 广义 解 的 可 微 性 问题 称 为 
“正则 性 ”问题 . 

由 此 可 见 , 在 直接 方法 中 “存在 性 ”问题 与 “正则 性 ”问题 是 一 对 挛 生 的 问题 . 

在 Hilbert 的 23 个 问题 中 , 第 19 问题 是 关于 正则 变 分 问题 (实际 上 是 关于 椭 
圆 型 方程 ) 解 的 解析 性 的 , 第 20 问题 是 关于 正则 变 分 边 值 问 题 可 解 性 ( 即 , 存在 
性 ) 的 . 
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§13.1 ”正则 性 (n= 1) 
以 下 总 假设 Lagrange 函数 L eE C?, 问 什么 时 候 泛 函 了 的 极 小 点 u* e CJ)? 
引 理 13.1 3t u* € C1(J) È I(u) = f, L(t, u(t), u(t))dt 的 一 个 极 小 点 ， 如 
R det(Lp,p, (t, u* (t), u*(t))) #0, Yt € J, ABA u* € C?(J). 
证 明 记 
a(t) =f Tall, ato, 
其 中 c 是 一 个 常数 . 利用 积分 形式 的 E-L 方程 ， 我 们 有 
Ly(t, u*(t), a" (t)) = a(t). 
令 p:JxRN 一 RN 为 
p(t, p) = Lolt, u* (t), p) — a(t). 
我 们 知道 p € CHJ x RY, RY) 满足 
det(pp(t, u*(t))) = det(Lpp(t, u* (t), u*(t))) # 0, 


以 及 


由 隐 函 数 定 理 , 方程 
y(t, p) =0 
有 唯一 的 局 部 C1 解 , 即 Vto € J, 2 令 域 UV = U (to) 以 及 唯一 的 A € C'U, RY), 
使 得 在 (t, ú (t)) 的 邻 域内 满足 p(t, 和 A(t)) = 0. 
于 是 w(t) = A(t) € C+, 即 得 u* € C°. E 


条 件 det(Zpip (t, u* (t), u*(t))) 天 0 EDT IRR, 当 它 不 满足 时 , 存在 这 样 一 
NZA, 其 极 值 函数 是 C! 的 , 但 不 是 C? 的 . 


例 13.1 i L(t,u,p) = u?(p — 2t)?, AR M = {ue C*([-1,]])|u(-1) = 
0, u(1) = 1}, Wiz A 


I(u) = [ u (u(t) — 2t)*dt 


§13.1 正则 性 (n= 1) - 189 . 
有 极 小 点 


u(t) = 0, 4250 
o |e, t20. 


易 见 ut € C1\C?([-1, 1]). 这 时 Lyp(t, u* (t), ù" (t)) = 2(u*(t))? = 0, 4 t < 0. O 


DE 5 | BE AG is PBC BEE AY C1 解 抬 高 到 C?, 但 还 不 足以 保证 解 的 正则 
E 因为 在 第 九 讲 中 我 们 曾经 指出 过 , Ct 空间 不 是 适用 于 直接 方法 的 函数 空间 , 在 
直接 方法 中 我 们 得 到 的 解 只 能 在 某 个 Sobolev 空间 中 , 所 以 为 了 得 到 解 的 正则 性 ， 
我 们 还 需要 证 明 所 得 的 广义 解 实际 上 是 C* 解 . 


定理 13.1 当 1<r<oo 时 , 设 工 满足 如 下 增长 条 件 : 
|L(t, u, p)| + |Lu(t, u, p)| + |Lp(t,u, p)| < CA + IpI”), 


而 当 7 = 二 00 h}, 对 L 不 加 增长 条 件 . 
RIFE (Lpp (t u, p)), V(t,u,p) E€ J x RY x RN 都 是 正定 的 . 


Bu ewW''(J,RY) £28 I(u) = fa L(t, u(t), u(t))dt 的 一 个 极 小 点 , 则 
改变 ut 在 一 个 零 测 集 上 的 值 以 后 , u* € C?. 
证 明 由 引 理 13.1, 只 要 能 证 明 u* c O! RET. 
定义 函数 p :J x RN x RN x RY OR’, 
p(t, u, P, q) = L(t, u, p) =q. 


由 假设 det(Zpip， (t, u, p)) # 0, V(t, u, p) E J x RY x RY, VA Ke Bas R RGE FE, 
存在 唯一 的 局 部 C1 解 
p= X(t, u,q). (13.1) 


一 方面 , 我 们 指出 这 个 解 是 整体 唯一 的 . 事实 上 , 倘若 pi po 都 满足 (13.1), AB 
VA q = L(t, u, pı) = Lolt, u, p2). 于 是 


0 三 (Lp(t, u, pı) = Ly (t, u, p2), Pı — p2) = (B(pı — p2), pı — p2), 
其 中 
B= | E ERER EN 
0 


由 假设 , B 是 正定 的 , 得 到 pi = po. 


- 190 - 第 十 三 讲 ”存在 性 与 正则 性 


另 一 方面 , 因为 w* eW(J, RY), 所 以 当 1 <r < ooft, L,(t, u*(t), u*(t)) € 
(J), M r = co B}, Ly(t, u*(t), ù*(t)) € LJ). BZ, 


FOE Lu (s,u"(s),0"(s))ds — c 是 绝对 连续 的 . 
由 积分 形式 的 E-L 方程 


f L(t, u*(t), u*(t))dt — L(t, u* (t) ù*(t)) =c, ae tEeJ, 


q(t) = L (t, u*(t), ù*(t)), ae tEeJ, 


u*(t)=X(t, u(t), q(t)), ae. te J. 


我 们 已 经 知道 q(t) 是 绝对 连续 的 , RAER, 在 改变 一 个 零 测 集 上 的 值 后 , 得 
到 u(t) 是 连续 的 , 即 得 u* c C1, 再 由 引 理 13.1 就 得 到 必 < C?. 
在 上 面 的 证 明 中 , 和 矩阵 


(Loi; (t, u, p)), V(t, u, p) E J x R“ x R“ 


的 整体 正定 性 条 件 对 于 保证 解 的 整体 唯一 性 以 及 解 的 正则 性 是 非常 关键 的 . 这 是 
因为 Sobolev 空间 Wi" 中 的 函数 的 导数 可 以 是 不 连续 的 , 沿 着 这 类 函数 的 图 像 ， 
时 间 上 相 邻 的 两 点 在 相 空间 中 可 能 不 在 同一 个 邻 域内 . 而 隐 函 数 定 理 则 是 对 相 空 
间 中 的 邻 域 来 说 的 , 所 以 不 再 适用 . 口 


下 面 是 去 掉 整 体 的 正定 性 假定 后 , 解 不 可 微 的 一 个 例子 . 


例 13.2 ik L(p) = (p?—-1)?, UR M i {u € Lip([0, 1]) | u(0) = u(1) = 0}, 
MZ PK ; 
I(u) = f (ù? (t) — 1)2at 


有 极 小 值 0. 

这 时 Lpp(t, u, p) = 4(3p? - 1) 不 是 正定 的 . 

如 果 u c C1 是 极 小 点 , 那么 w(t) = 土 1; 但 无 论 u(t) = 1 或 者 a(t) = -1, 
都 不 可 能 有 满足 边 值 条 件 u(0) = u(1) = 0 KR, 也 就 是 没有 一 个 C1 函数 实现 其 
BME. 相反 , 有 不 可 数 个 属于 Lip 类 、 满 足 alt) = £1 的 锅 齿 形 函数 都 是 这 个 变 
分 问题 的 解 ( 见 图 13.1). 口 
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图 13.1 无 穷 多 个 锯齿 形 函 数 ù = +1 都 是 解 , 但 没有 C1 解 


最 后 , 我 们 举例 说 明 如 果 Lagrange 函数 不 满足 出 性 , 那么 泛 函 的 序列 弱 下 半 
连续 性 就 未 必 成 立 . 
$j 13.3 (Bolza) i L(u,p) = u? + (P? — 1}, 以 及 
M = W"(0,1), 
WU ek 
1 
I(u) = f [u?(t) + (u(t)? — 1)2]at 
0 


的 下 确 界 为 0, 但 在 M 中 没有 极 小 点 . 
事实 上 , 一 方面 , I(w) > 0; 另 一 方面 , 定义 一 串 锯齿 形 函 数 为 极 小 化 序列 


k |; | 
t 一 一 ， te |-, - 
J T 23 
uj(t) = 
k+1 pz E 
一 上 十 ——, t€ . i. ie b] 
7 27 7 


其 中 7 =2,3,---,0<k<j-1. 
由 | 好 (的 | = 1 a.e., 以 及 |u| < 3, 可 见 


从 而 inf,e m T=0. 

我 们 指出 : 了 在 W04"(0,1) 中 没有 极 小 值 . 因 车 不 然 , 存在 uo € Wi*(0, 1), 
使 得 T(wo) = 0, 则 uo(t)=0 a.e., 从 而 ùo(t)=0 a.e., 如 此 则 I(uo) = 1, 矛盾 ( 见 
ix] 13.2). 口 
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1 
图 13.2 锯齿 形 极 小 化 序列 uj 


§13.2 ”正则 性 续 (n > 1) 
偏 微分 方程 解 的 正则 性 问题 要 比 常 微分 方程 困难 得 多 , 需要 专门 的 学 问 . 为 使 
读者 有 一 个 大 致 的 了 解 , 仅 举 一 例如 下 . 


定理 13.2 (Weyl) Hue LLQ) 满足 


1 
loc 
| u: Aydz = 0, Vy E€ CZ (NQ), (13.2) 
Q 
则 在 修改 一 个 零 测 集 上 的 函数 值 后 , u € C(O). 


我 们 把 满足 (13.2) 的 局 部 L 函数 称 为 弱 调 和 函数 . 证 明 的 想法 来 自 调和 函 
数 的 平均 值 性 质 . 
4 ue CQ), E Au=0 FQ, W 


1 n 
u(x) = are ae u(y)do = = u(y)dy, VB,(z) CQ, (13.3) 
其 中 a, 是 R 中 单位 球面 S 的 面积 . 我 们 把 (13.3) 称 为 函数 u 的 平均 值 性 质 . 


FXE, 设 B(x) CO, 取 pe (07), W 


Ou 0 
o= | Au(y)d =a —do = mae f u(x + dw. 
a0 (y)dy BoT A p ee (x + pw) 


这 表明 
| u(x + pw)dw = const = w,u(z), 
|wl=1 


所 以 


uz)=— /uy)do = u(y)dy. 


Teel, OB, (x) T° On, B,(2) 


我 们 来 推广 并 利用 这 个 结论 证 明 解 的 光滑 性 . 
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回顾 第 十 讲 中 的 光滑 化 算 子 的 性 质 : v5 > 0, 令 05 = {x € 2|d(z, OQ) > ô}, 
以 及 ps(x) = 5p (5), 其 中 PE Ce(BI(0)), 满足 feo p(T)dx = 1, p(z) = 
2( 一 zZ). RITE 

us(x) = 人 u(y)ps(x — y)dy E C” (Qs). 


引 理 13.2 # u € C(Q) 具有 平均 值 性 质 , Mu € C(O), #H u(x) = 
us(x), Vr eEQs. 


证 明 Vr € Qj, Au 的 平均 值 性 质 ， 
= 6-" yg 
w(a)=o" [ule +u)e(§) dy 
= | u(x + dy)p(y)dy 
lyl<1 


= f rn-lp(r] dons u(x + 6rw)dwdr = u(x), 


其 中 p(r) = y(rw),|w| = 1. AW us € Ce(05) MA 6 > 0 是 任意 的 , 所 以 
u E€ C™(Q). 口 


引 理 13.3 # u c LQ) 是 一 个 弱 调 和 函数 , 即 满足 方程 (13.2), A u E 
C>), 并 具有 平均 值 性 质 . 


WERA (1) 先 证 明 Aus(z) = 0, Vr E D5,,0 < 6 < do. 
Vp € CE (Qs), 因为 SUPPY5 C Q, 所 以 有 


J _ usa) Aya) = 人 as(z)Ap(z)dz 
= f f ile- WA)de 
= | uaAvrsu)dy 
= | udysdy = 0. 


于 是 ，Avuws(z) = 0 F Qs- 

(2) 如 能 证 明 {us} 在 Q 上 是 一 致 有 界 、 等 度 连续 的 , 那么 便 存 在 子 列 一 臻 
收敛 到 一 个 连续 函数 v. 因为 us u F Ls), 所 以 u(x)=v(z) ae, 又 因为 
us 是 调和 的 , 所 以 有 平均 值 性 质 , 取 极限 后 , v 也 具有 平均 值 性 质 . 应 用 引 理 13.2, 
即 得 ve CQ). 


-194. 第 十 三 讲 ”存在 性 与 正则 性 


(3) 现在 回 过 来 证 明 {us} 在 Q2s。 上 是 一 致 有 界 、 等 度 连 续 的 . 用 ws 的 平均 
值 性 质 ， 


n 
so < z f lus(o)ldu < Coylluslh < Colella: 
0 Wn Bso (T) 
以 及 


|us(x) — us(y)| < 


Le) letale- 6) - plu + de - élaede 
Q Bs, (8) 


< Caolz — ylllulla. = 


注 13.1 定理 13.2 说 明 广 义 解 在 O 内 是 光滑 的 , 进一步 要 研究 它 在 9 上 的 
光滑 性 , 后 者 要 比 前 者 困难 得 多 , 已 超出 本 讲义 的 范围 . 研究 偏 微分 方程 解 的 正则 
性 是 一 门 专门 的 学 问 . 在 这 方面 已 有 许多 教材 、 专 著 和 重要 文献 , 入门 的 教材 可 参 
A D. Gilbarg, N. Trudinger 的 [GT]. 在 这 里 我 们 不 再 展开 讨论 . 口 


对 于 线性 强 椭 圆 型 方程 , 在 区 域 、 系 数 都 足够 光滑 的 情况 下 , 正则 边 值 问题 
的 解 有 足够 的 可 微 性 , 其 代表 性 成 果 属 于 J. Schauder, S. Agmon, A. Douglise, 
L. Nirenberg. 对 于 拟 线 性 椭圆 型 方程 , 则 属于 J. Nash, E. De Giorgi, O. A. 
Ladyzenskaya, N. N. Uraltzeva. 至 于 椭圆 型 方程 组 的 情形 , 一 般 来 说 , 解 未 必 有 正 
则 性 . 例如 见 M. Giaquinta 的 [Gi], 


813.3 ” 几 个 变 分 问题 的 求解 


我 们 通过 几 个 例子 看 变 分 问题 解 的 存在 性 与 正则 性 . 


例 13.4 (两 点 边 值 问题 ) 记 区 间 J = (t,t), 环 面 T? = R?/Z?. RA 
ao;a1 € T?, F € C?(J x T?). 求解 we C?(J,T?), WEHR ulti) = a; = 
0, 1, 以 及 下 列 方程 : 


ült) = Vu F(t, u(t). (13.4) 


解 为 了 转化 到 标准 的 变 分 问题 ， 先 把 环 面 上 的 函数 F 扩张 到 R? 上 去 , 即 
设 
F(t, u, +1, ug) = F(t,u1, u2 +1) = F(t,uw, ue), Vte J, 
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仍 用 F 表示 . 定义 泛 函 及 相应 的 空间 如 下 : 


ra= f | sor + Pu 地 


ao(ty Sv t) + a(t = tı) 


M = u + H}(J,R?), wo= E 
TE 


它 的 E-L 方程 就 是 (13.4). 


Hu = uo + v, 则 模 lull 与 uol| + (Jf, lel)? Str. 


AA FER, 所 以 了 是 强制 的 . 又 因为 HJ, R) > C(J,R’) 的 嵌入 是 紧 
的 , 而 且 F 是 连续 的 , 所 以 工 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 此 外 ，M 也 是 弱 闭 的 . 按 存 
在 性 定理 ,了 在 M EARD uc M. WS (Lpp) =d, 当然 是 正定 的 , 再 按 正 
则 性 定理 13.1, 这 个 we C?. 显然 u 满足 (13.4). 


例 13.5 (强迫 振动 的 周期 解 ) it ec co, T] 是 一 个 平均 值 为 0 的 全 周期 
函数 : foe e(t)dt = 0, a 是 一 个 常数 . 求 下 列 方程 周期 为 全 > 0 的 解 : 


u(t) + asin u(t) = e(t). 


解 定义 H}..(0,T) 为 周期 为 了 > 0 的 Sobolev 空间 H'(0,T), 即 周期 为 
的 Cee 函数 在 五 1(0,T) 下 的 闭 包 . EZK 


ios f i (eor E B(w) dt 
其 中 , 
E(t) = | Ore 
E 也 是 周期 为 了 > 0 的 函数 . 因为 
|  B(t)ul(t)dt = — i ” e(t)u(t)dt, 


所 以 了 的 EL 方程 就 是 
u(t) + asin u(t) = e(t). 


为 了 验证 了 在 A}, (0,T) ARME, 类 似 于 Poincaré 不 等 式 , 我 们 需要 下 列 
引 理 . 
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引 理 13.4 (Wirtinger 不 等 式 ) Huc Hi(0,T) 且 元 = 于 fo u(t)dt = 
es An? 7 
| u(t) Pdt > S5 | ju(t)|?dt. 
证 明 在 [0,7] EXARH AS u 用 Fourier 级 数 展开 . AA u = 0, 所 以 


a 2rkt 2rkt 
ult) = 5 (arcos T + bk sin = | 


k=1 


则 


于 是 


27 之 2rkt 2rkt 
ul) = FY (karsin ik + kb; cos = i. 


k=1 
由 Parseval 等 式 
[wera FY ea + eeh) 


,ry CP Yolo + a 


= en) i |u(t) |2dt. 口 
V u € Hi,,(0,T), (EAM 


~ _ 


U=ut+4, 


H a= 去 用 u(t)dt 是 一 个 实数 . 从 Wirtinger PERII, a RAZA I 的 值 


所 控制 . 换 句 话说 , 如 果 直 接 在 空间 AD. (0,7) 上 用 H! 模 的 话 , 那么 了 不 是 强制 
的 . 
注意 到 泛 函 了 中 的 非 线性 项 cosu 是 2r 周期 的 , 所 以 有 


I(u+ 27) = I(u). 
这 表明 , 实际 上 不 必 在 整个 Hia l0, T) 上 来 考虑 I, MERRE 
M = {u =¢ +n |£ € Hp.,(0,T), € = 0,7 € [0, 27}}, 


并 把 了 限制 在 M E, 这 样 的 好 处 是 只 在 有 界 区 间 [0, 27] 上 变化 . 
WS, 集合 M 是 序列 弱 闭 的 . 注意 到 


ia , 
I(u) > alléll — llEllsllé ll — lal, 
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由 Wirtinger 不 等 式 , |é 是 M 上 H! 模 的 等 价 模 . IEM 上 是 强制 的 . 不 难 
验证 它 还 是 弱 下 半 连 续 的 . 按 存在 性 定理 , 存在 极 小 点 ue MC H 正则 性 定 
理 13.1 的 条 件 也 都 满足 , 所 以 u € C?. i 


例 13.6 CR PARKIR, 1<r<p<o, fe Lr (QM), 
ru) = f (FVP = Ese) -uaua ) de, Yue HBO) 
的 极 小 值 是 存在 的 , 从 而 满足 
| us) vole) - f(a) (odz =0, ve € CF (0). 
这 是 方程 
-Apu = flu 
的 广义 解 , 其 中 
-Am = >》 0,(|Vul?-?)dju 
是 p-Laplace 算 子 . 


证 明 用 记号 |ul| = (fy Vule) Pdr)” , 我 们 知道 它 是 WO) 的 一 个 等 
价 模 . 

(1) I(u) 是 强制 的 . 

由 Poincaré 不 等 式 、H6lder 不 等 式 及 Young PEA, IC > 0, 使 得 


=P 
f fude < Ifl lullig < CIA llull < Cfl + ellul, 


所 以 有 

I(u) > (5 —e)|lull? — HII 一 +eo, = ||ul] 一 00 BY. 

(2) 因为 /1|Yu(z)lPdz 是 凸 的 , 而 且 是 下 半 连 续 的 ， 从 而 是 序列 弱 下 半 连 续 
的 , 后 面 那 项 按 Rellich-Kondrachov 定理 , 也 是 序列 弱 下 半 连 续 的 , 所 以 了 是 序列 
弱 下 半 连 续 的 . 口 


注 13.2 一般 说 来 , 不 能 得 到 we C?. 但 当 p = 2,r =1, f e (Q) (0 < 
y < 1), 是 Hilder 函数 类 , 并 且 ON 足够 光滑 时 , 利用 Schauder 估计 可 以 证 明 
u € C2710). 4 p=2,r=1, f € C(O) 时 就 是 Poisson 方程 . 口 
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例 13.7 (调和 映射) 设 O C R™ aah ais 有 光滑 的 边界 OO. w 
R"+ 中 的 单位 球 为 9". 考虑 映射 人 = (ul, uth): 0 一 > 5" CR". 并 给 
定 边界 上 的 一 个 C! 映射 p = (pt, on): An — S. 定义 集合 

M = {u € H'(9,R"*") |u(x) € S”, ae. x EQ, ulan = p}, 
求 
inf{ E(u) | u € M}, 
其 中 
E(u) = = | |Vul?de. 
(u) = 5 | VuPdz 

因为 E 是 凸 的 , 又 是 下 半 连 续 的 , 所 以 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 此 外 五 还 是 强 
制 的 . 

现在 我 们 来 验证 M 是 序列 弱 闭 集 . 事实 上 , A 

uj => u (五 2(Q,R"+)) ， 
则 存在 子 列 uj 一 u, LQ, R°), 又 存在 子 列 wj (z) 一 u(x) a.e.. 


由 u(x) E 9 a.e., 推 得 u(x) € S" a.e.. 从 而 ue M. 于 是 存在 极 小 wo © M 
满足 下 列 E-L 方程 : 


J Vuo(x)Vou(x2)dz = 0, 
Q 


Vu € Hj(Q,R°*"), 满足 v(x) € Taola) S”, ae. TO, HP TS" 是 在 ve" 处 
S” 的 切 空间 . 
如 果 wo E C?(Q,R°**), 那么 


(Auo) (x) =0, a.e. 于 Q, 


HF (Auo)? (x) 是 Auo(x) 在 uo(x) 处 的 切 向 投影 . 
因为 Auo(x) 在 u(x) 处 的 法 向 投影 


(Auo) (x) = Auvo(z) - uo(z), 
对 Ju(ar)|? = 1 求 导 两 次 得 到 
Au(z) - u(x) = —|Vu(2x))’, 


所 以 uo 满足 方程 
—Au(z) = u(z)|Vu(x)|?. 


这 就 是 所 谓 的 调和 映射 方程 (参看 第 七 讲 例 7.5). 口 
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注 13.3 当 m = 2 时 , Morrey 证 明了 wo 是 光滑 的 . 但 当 m > 2 时 , 林 芳 华 
证 明了 wo = 1/|z|. 可 见 即 使 解 uo 是 极 小 点 , 它 也 有 奇 点 . 口 


例 13.8 ( 非 线 性 特征 值 问 题 ) 在 第 十 二 讲 我 们 介绍 了 如 何 用 变 分 方法 讨论 
线性 微分 方程 的 特征 值 问题 , 非 线性 微分 方程 也 有 特征 值 问题 , 同样 可 以 用 变 分 
方法 来 研究 . 举 一 个 例子 , 给 定 有 界 区 域 0 CR", 给 定 一 个 满足 下 列 增长 条 件 的 
Carathéodory 函数 f : Q x R! > R!: 


f(z, u) < C + luf), 1<r<2*-1, 
其 中 2* = 2 (n > 2). 假设 
f(z,0) = 0. 
K u € Hg(Q)\{0}, 满足 方程 
—Au(x) = Af (x, u(x)), 
其 中 和 是 一 个 参数 . 对 应 有 非 零 解 w c HEO) 的 和 就 称 为 一 个 特征 值 . 


解 ” 和 线性 方程 一 样 , 我 们 把 它 看 成 是 一 个 约束 变 分 问题 . 在 HLN) 引入 泛 
K 
1 
I(u) = 5 [ |Vu(zx)|?dz, 


N(u)= | F(e,u(2))de, 
其 中 
F(a,t) = 上 f(x, s)ds 


是 f(-,t) 的 一 个 原 函 数 . 由 于 对 f 做 了 增长 性 限制 , 所 以 N(w) 在 Hi) 有 定义 . 

同样 我 们 考虑 M = N-1(1), 并 在 M 上 求 工 的 极 小 值 . 当然 I 是 强制 的 、 纶 
下 半 连 续 的 , 再 利用 Rellich-Kondrachov RAEM, M 是 弱 闭 的 . 因此 I FE 
极 小 点 Ug. 又 按 Lagrange 乘 子 定理 , 存在 实数 Ao 满足 


一 Auo(z) = Mf (x, volz)). 


X f(x, u) =u 时 , 这 就 是 第 十 二 讲 讨论 过 的 线性 特征 值 问题 . 当 f(r, u) = 
u", l<r<2*—1, 2* = 22 (n > 2), 它 显然 是 线性 特征 值 的 推广 . 口 


注 13.4 然而 在 第 十 二 讲 , 我 们 对 于 线性 问题 得 到 了 一 系列 特征 值 . 对 于 怎 
样 的 非 线性 特征 值 问题 也 有 类 似 的 结论 ? 这 种 情形 不 像 线 性 问题 那样 简单 , 因为 
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没有 正 交 性 可 以 利用 . 如 果 函 数 f 对 于 u 是 奇 的 , 即 f(x, 一 4) = -f(x u), RW 
的 结果 有 Liusternik-Schnirelmann 理论 , 需要 用 到 更 深刻 的 拓扑 学 的 知识 才能 得 
到 . 口 


我 们 再 来 看 一 个 例子 . 所 研究 的 泛 函 表面 上 看 既 无 上 界 又 无 下 界 , 似乎 求 极 值 
的 方法 用 不 上 , 然而 通过 一 种 特定 的 技术 , 可 以 化 归 为 求 极 小 值 的 问题 . 
例 13.9 (WEHE) Rue X := HQ) 满足 下 列 方程 : 
—Au = |ul? 2u 


其 中 2<p<2*. 
它 是 下 列 泛 函 的 E-L 方程 : 


i= f (av z Eup) ae 


但 这 泛 函 既 无 上 界 又 无 下 界 . 

我 们 采用 极 化 分 解 的 办 法 把 自 变 量 分 解 . 设 5 X 的 单位 球面 , Vu e 
X\{0}, 存在 唯一 的 (t,v) E Ri x S, PEG u = tv. 

任意 固定 ve S, 考虑 定义 在 半 直 线 上 的 一 元 函数 


t> I(tv) 三 二 一 lol 


其 中 Jol? = fa lvls)’ dr. 它 有 极 大 点 


lol 
满足 
W t =0 
gT eu) ie=tw) = 0. 
代 和 人 原 泛 函 得 到 一 个 在 单位 球面 9 ERZ K 
z 1 1 
lula 


利用 能 人 定理 , 存在 常数 C > 0, 使 得 


l? < Crlloll? = CP. 
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从 而 
1 1 


eS ek 
[olp ~ CP 


这 表明 TES 上 定义 的 一 个 连续 泛 函 . BARA, ERS PRE. 注意 
到 5 是 弱 列 紧 的 , 所 以 了 存在 极 小 点 vo. 
我 们 说 uo = t(vo)vo 就 是 原 方程 的 解 . 事实 上 , 一 方面 我 们 有 


0 = (I'(vp), w) = (T'(t(vo)vo), w) — (T'(t(vo)vo), vo) (vo, w), YwLvo, 


Et (.,:) 是 X 上 的 内 积 . 另 一 方面 ， 


CI) = (U'(H(0)0), 0) 


所 以 
(I'(t(vp)vo), w + tvo) =0, Vwlu, vtE R', 
此 即 
(I'(uo), 9) T 0, v9 EA: 
我 们 证 明了 wo ÆR I K) E-L 方程 的 解 . 口 
注 13.5 在 文献 中 有 人 把 极 化 方法 称 为 纤维 化 方法 . G 
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在 本 讲 的 最 后 , 我 们 特别 指出 : 一 个 微分 方程 的 解 并 不 总 是 能 用 直接 法 求 得 
的 . Hadamard 曾 举 过 下 列 反例 . 令 


X sinm! 3 
(D=) ' 


m2 


u(r,8) = 5 EE (9) € [0,1] x [0,27]) 
在 单位 圆 上 一 致 收敛 到 一 个 连续 函数 u. 

这 个 函数 u 在 单位 圆 内 光滑 并 且 是 调和 的 , 取 边 值 g. 但 这 函数 梯度 平方 的 积 
分 是 oo! 换 句 话说 , 作为 调和 函数 u 在 某 种 意义 下 满足 Dirichlet 积分 的 E-L 方 
程 Au = 0, 但 它 却 使 对 应 的 泛 函 (Dirichlet 积分 ) 取 值 无 穷 ! 
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5 


. 设 Q CR 是 一 个 边界 光滑 的 有 界 区域 , Vik f ECA). 在 WwW (9) 上 考察 


pi 


Iu) = f {10u -lu - feul de, 
试 证 它 是 弱 下 半 连 续 的 , 是 强制 的 , 有 极 小 解 . 
2. 下 列 泛 函 是 弱 下 半 连 续 的 吗 ” 是 强制 的 吗 ? 存在 极 小 解 吗 ?并 说 明理 由 . 
(1) ， 
上 turdt, M = {u € H'(-1,1)|u(+1) = +1}. 


(2) 
f (ù? —1)?dt, M = Wè*(0,1). 


第 十 四 讲 ”对 偶 作 用 原理 
与 Ekeland 变 分 原理 


这 一 讲 包括 两 方面 的 内 容 : 对 偶 作 用 原理 与 Ekeland 变 分 原理 . 

对 偶 作 用 原理 主要 应 用 于 与 Hamilton 系统 有 关 的 问题 . 因为 Hamilton 系统 
对 应 的 泛 函 是 不 定 的 , 既 无 上 界 又 无 下 界 , 所 以 求 极 值 的 方法 无 法 施展 . 然而 如 果 
一 个 Hamilton 系统 中 的 Hamilton KAERA GH, BAN Ww wR HS 
数 把 问题 转化 . 这 就 是 对 偶 作 用 原理 . 

Ekeland 变 分 原理 则 是 一 个 很 一 般 、 应 用 很 普遍 的 极 小 化 原理 , 它 提供 了 一 种 
选取 极 小 化 序列 的 方法 . 这 串 极 小 化 序列 结合 其 他 条 件 有 广泛 的 应 用 . 


§14.1 Ama eA 
在 第 三 讲 中 我 们 曾 介绍 过 及 ”上 一 个 函数 f(x) 的 Legendre 变换 f*, 


F CE = E- VCE) — FHS), (14.1) 


其 中 r= yl) 是 上 = Vf(z) KRAS. 
Lagendre 变换 的 重要 性 体现 在 : f 的 梯度 Vf SEM Legendre 变换 f* 的 梯 
E Vf* 互 为 逆 变 换 , B 


€=Vf(x), z= Vf"(é) 
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成 互 逆 的 关系 , 因此 从 f* 我 们 能 回 到 f. 它们 之 间 的 联系 是 
f(x) + F (€) = (€, 2). 


但 是 , Legendre 变换 可 应 用 的 范围 非常 有 限 , Ae EE CP BER (Vf (x)? 
是 处 处 存在 的 . 

给 定 一 个 凸 函数 f, 它 的 定义 域 是 D(f) = {x € R” | f(x) < too}. 取代 梯 
度 映 射 概念 的 是 次 微分 z ry 9f (zx). 次 微分 是 一 个 集 值 映射 : 


E E Of(x) > f(y) > flx)+ Ey- 7), Vye D(f) 
<= f(x) — (£, 7) = min {f(y) — (€, y)}- 


yED(f) 


它 的 逆 映 射 也 是 一 个 集 值 映 射 . 若 仍 以 pE) 表示 Of (x) WHE (RE) 映射 , 则 
YCE) = {x E€ D(F) NE € Of (7)}. 


Ep, 
x E YE) => x 使 函数 f(y) (E, y) 达到 极 小 值 


这 样 一 来 , 我 们 就 有 可 能 把 Legendre RAHSIA wR. 
我 们 把 它 与 (14.1) 进行 比较 , 引入 
定义 14.1 (HBR) Hf: R” >R=R'U{+00} 是 真 (proper) HH, PP 
D(f) 4 Ø. 我们 把 
广 (6) = sup {(€,2) — f(x)} 


称 为 f MRR BK. 也 有 人 把 它 称 为 f 的 Fenchel 变换 . 


Fhe RRCA PF fa) SAE ae. 

(1) f* 是 下 半 连 续 的 函数 . 

这 是 因为 f* 是 一 族 仿 射 函数 之 上 确 界 , 而 仿 射 函数 既是 凸 的 , 又 是 下 半 连 续 
的 , 而 凸 下 半 连 续 的 函数 族 的 上 确 界 还 是 凸 下 半 连 续 的 . 

(2) 若 f 是 真 的 、 下 半 连 续 的 凸 函 数 , 则 f* 是 真 函 数 . 

证 明 因为 f BAAN, Jro e R” 使 得 f(x0) < too. 这 表明 上 方 图 (epi- 
graph)epi(f) = {(x,t) € R" xR | f(z) < t} 是 余 集 非 空 的 财 凹 集 . 取 如 < f(xo), 
WW (zo,to) £ epi(f). 应 用 Ascoli 分 离 定 理 , (x3, A) € R” x R', Ja € R! 使 得 


(25,0) + Mt > a> (x5, £o) + Ato, V(z,t) € epi(f). (14.2) 
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特别 地 ， 
(25, Zo) + AF (Lo) > a > (z), £0) + Ato. 
从 而 入 > 0, 并 且 
1 
(—5a5,2)- f(a) <-$, Yee DU) 
即 
f (-5) 2 E 


(3) Æ f < g, M g* < f*. 

(4) (Young FEAR) (x*, x) < f(x) + f*(x*). 
(5) f(x) + f*(2*) = (2*, 2) ==> q* € Of (7). 
证 明 由 定义 ， 


x” € Of (xz) > (T°,y—7) < f(y)— f(z), vy ER”, 
< (x*,y) — f(y) < (Et) (LE vy E R”, 
<=> f*(x*) < (x*, x) — f(z). 


连同 Young 不 等 式 即 得 结论 . 口 
(6) 4 g(x) = f(x — zo) + (x5, x) + a, JI 
g(x") = f*(x* — 2) + (1*, £o) — (a + (29; £o) ). 
(7) Æ g(x) = f(Az), 入 > 0, W g*(2*) = f (£*/A). 


只 要 f 是 真 函数 , RITTER LEB fr. 由 性 质 (1), f” 还 
是 真 的 、 凸 的 、 下 半 连 续 的 函数 


定理 14.1 (Fenchel-Moreau 定理 ) # f -AAK FFER i h AA, 
al fe = ff 


证 明 由 Young 不 等 式 , 有 f**(x) < f(x), Ve € R”. 

现在 我 们 来 证 明 反 过 来 的 不 等 式 . 倘若 不 然 , 3zo € R” 使 得 f** (£0) < f (xo). 
类 似 于 性 质 (2) 的 证 明 得 到 点 (xo, f* (x0)) 4 epi(f), 从 而 有 不 等 式 (14.2), 其 中 
to = T (Xo). 
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如 果 ffzo) < +00, 那么 (14.2) 中 的 A> 0, 并 且 


(x0,7) +Af(z) >a, vr€D(f). 


我 们 同样 得 到 
~{ To Qa 
r(-B)<-$ 
按 f| 的 定义 
iz) > (Bn) -r (-2), 
从 而 


(x5, Zo) + Af** (£0) > a. (14.3) 


这 与 (14.2) FJA. 
如 果 f** (xo) < +00, 同样 蕴含 了 入 > 0, 那么 依旧 导出 矛盾 . 
HEF f(z0) = f*(z0) = 十 oo 以 及 入 = 0 的 情形 . 由 (14.2), de > 0 使 得 


(zt,T— zo) >e, vreD(f). (14.4) 
因为 f* 是 真 的 , 所 以 Sat e R”, 使 得 f* (zt) < +00, MA 
(xj, x) — f(z)— f* (ci) <0, Vee D(f). (14.5) 
联合 (14.4) 与 (14.5), Yn EN, 有 


(Zi — nag, z) + (xp, £0) + ne — f(x) — f°(71) <0, Vee D(f), 


即 得 
f° (xj — nag) + n(x9, 20) + ne — f” (xi) <0, 
或 
ne + (zi1, £o) — f°(71) < (ZI 一 0nZ0zZo0) 一 广 (zl 一 nZ0) < f° (xo). 
A n > œ, 得 到 f* (z0) = +00, 这 与 假设 矛盾 . 口 


推论 14.1 对 于 一 个 真 的 、 下 半 连 续 的 廿 函数 f, 我 们 有 
E € Of (x) 4> re OF*(€). 


这 是 Fenchel-Moreau 定理 与 性 质 (5) 的 直接 推广 . 


§14.2 “对偶 作用 原理 - 207 . 
推论 14.2 Hf: R°5RE-+ADBK, N 
f** =conv(f) =sup{y: R” > R | y(x) < f(x), Vr ER", p £4 HK}. 


证 明 设 g < f BOW, 则 它 是 真 、 凸 的 .由 性 质 (3), f* < gt, 并 且 
g** < f**. 再 由 Fenchel-Moreau Æ, g = g** < f**. O 


例 14.1 Æ f(x) = |z|P/p, 1 < p< œ, 其 中 |z| = (z? + r3 +- + 07)”, 
则 
Heig 1 1 
PO=ser, HP =+5=1 D 
p P P 


例 14.2 Æ f(z) = |x|, 则 


wey 39 (él <1, 
rosti El > 1. 


证 明 事实 上 ， 
F(E) = sup{(é, x) — lel}. 


当 |g] > 1 BY, Em a RN 则 f*(€) = +0. 当 |é] < 1 时， Al 
(€, 2) — |z| < 0, 再 取 z = 0, 即 得 结 


814.2 对 偶 作 用 原理 


给 定 一 个 凸 的 Hamilton 函数 H € CRY x RY) 满足 下 列 增长 条 件 : 


0 < H(u,€) < C(\ul? + lel). (14.6) 
求 一 个 向 量 值 周期 函数 (u(t), €(t)) E RN x RN 满足 Hamilton 方程 组 
= H, (u(t), €(t)), ii 
u(t) = —He(u(t), €(t)). 


我 们 说 过 , 极 小 化 方法 无 法 直接 应 用 于 它 对 应 的 泛 函 . 我 们 要 用 凸 函 数 A 的 
HARA A* 把 这 个 问题 转化 . 

在 这 个 问题 中 , 周期 是 待定 的 . 我 们 引进 一 个 参数 入 > 0, 来 求 下 列 方程 的 一 
个 以 27 为 周期 的 解 (v(t), n(t)) € RX x RY: 


oe 
= —AH, (v(t), n(¢)). aa 
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事实 上 , 如 果 已 经 求 得 (v(t), nt) 满足 (14.8), BAS 
u(t) =v(A7"t), Elt) = n(A7"4), 


它们 满足 (14.7). 如 果 A> 0, 那么 它们 以 207 为 周期 . 

现在 我 们 把 问题 (14.8) 转化 为 一 个 约束 极 小 值 问 题 , 它 是 原 问 题 的 一 个 
对 偶 问题 : OR (w,p) € X := Hl.(0,27)? = {(w,p) € H'(0,27)|w(0) = 
w(27), p(0) = p(27)}, 满足 


Iw, p) =f EO, -odt 


G(w, p) = | (p00) - w(t) + w(t) p(t))dt = —7. (14.9) 
使 用 记号 
(wo) (uE) = f (we ut pk 
直接 计算 得 到 


(G'((w, p), (u €)) = 2((—A, ù), (u, €)) = 2((—€, ù), (w, p)), 
以 及 Qn 
(I'((w, p)), (uy €)) = | (HY (O(t), i(t) - (E(t), —i(t))at. 


我 们 有 如 下 结论 . 
(1) M = Œ! (-r) £ 2. 
这 是 因为 
20 
G(w,p) =-2 | ple) -w(tde 


对 于 w 和 p 都 是 线性 的 . 

(2) G'((w, p)) # (8,9), V (w, p) E€ M. 

这 是 因为 从 (14.9) 可 见 在 M Ew £0, p £9. 

(3) I 是 一 个 下 方 有 界 的 凸 泛 函 , 在 X 上 是 连续 的 , 从 而 也 是 序列 弱 下 半 连 
续 的 . 

我 们 只 需 验 证 它 是 下 方 有 界 的 . 事实 上 , 联合 (14.6)、 共 思 函 数 的 性 质 (3) 与 
例 14.1, 可 得 

H*(w,p) > (wl + lal?) 
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以 及 
rw.) >g [hal + laa 
注意 到 在 M 上 没有 常 值 向 量 函 数 , 所 以 


he (ac + Pat Í 


是 一 个 等 价 模 . 这 样 我 们 同时 也 验证 了 如 下 结论 : 
(4) I 是 强制 的 . 
(5) M 是 弱 序 列 闭 的 . 
事实 上 ， 若 {(w;, p;)} C M, 在 X 上 (wj, pj) = (wo, Po); 则 在 L?((0, 27], 
RY) 中 有 强 收敛 : wy 一 wo, pj > po, FFA 
=r = lim G(w;, Pj) 
2r 
= tim | (s(t) - w(t) + CE) pled 
0 
27 
= f (=B w(t) + w(t) - (Edt = Glwos po). 


于 是 存在 (wo, po) € M 成 为 约束 极 值 问题 (14.9) 的 极 小 点 . 再 应 用 Lagrange 
乘 子 定理 , 存在 AER, 满足 


入 
T(wo, po) + 5G (wo; po) = 0. 
即 
(H*Y (fo, —Wo) = A(Wo, po): (14.10) 


利用 共 轿 函数 的 次 梯度 与 原来 函数 的 次 梯度 之 间 的 互 逆 关 系 , 即 推论 14.1, 7 
程 (14.10) 等 价 于 
po(t) = H(t, Awo(t), Apo(t)), (14.11) 
wo(t) = —H,(t, Awo(t), Apo(t)). 


再 令 


N= Apo; 
v = Aw, 
代入 (14.11), 即 是 (14.8). 
最 后 验证 入 > 0. 在 (14.10) 的 两 边 同 乘 以 (po, 一 wo), 再 积分 , 得 到 


((H*Y (po, —Wo), (po, —Wo)) = —AG (wo, po) = AT. 
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由 (14.6) 可 见 VH(0,0) = (0,0). BARIHA RAEE 5, 
H*(0,0) = —H(0,0) = 0. 
由 于 A* 是 一 个 凸 函数 , 所 以 
H*(0, 0) = H” (po, —Wo) > — ((H*Y (Po, —Wo), (Po, —wo)), 
即 
((H*) (Øo, —wWo), (Po, —Wo)) > H* (po, 一 wo) > 0. 
我 们 得 到 入 > 0. 
剩 下 来 我 们 验证 和 A 0. 用 反 证 法 , 倘若 其 为 0, 那么 必 有 
(H*Y (po, —wWo) = (9, 8). 
再 利用 推论 14.1, 可 见 


Wo 一 一 p(0, 6). 
注意 到 条 件 (14.6), 推出 (H..(0, 0), H,(0,4)) = (0,0). 这 与 结论 (2) 矛盾 ! 


人 = H, (0, 0), 


$14.3 Ekeland 变 分 原理 


前 面 我 们 介绍 过 的 求 极 值 的 方法 , 除了 一 些 特殊 的 情形 (主要 是 线性 问题 ) 可 
以 采用 正 交 投影 外 , 都 离 不 开 弱 收敛 ( 弱 序列 下 半 连 续 性 、 弱 列 紧 性 等 ). 而 弱 拓 扑 
是 比较 复杂 的 , 不 那么 容易 掌握 , 验证 起 来 也 比较 麻烦 . 下 面 将 要 介绍 的 Ekeland 
变 分 原理 , 是 Ekeland 于 1970 年 提出 来 的 一 条 基本 定理 . 看 来 比较 简单 , 然而 若 
与 近代 变 分 学 常用 的 紧 性 条 件 Palais-Smale 条 件 结合 起 来 , 则 提供 了 另 一 个 非常 
有 用 的 求 极 值 的 方法 . 

定理 14.2 (Ekeland) i (X,d) 是 一 个 完备 的 度量 空间 . 又 设 f: 针 一 
R! U {+0} £A BH, P f Ato. $f 下 方 有 界 并 且 是 下 半 连 续 的 , LE 
Je > 0, dx, E€ X, 使 得 f(z) < inf f + €, 则 Ay. EX 使 得 

(1) f(ye) < fF (ze), 

(2) qd(ye, £e) <1, 

(3) f(z) > f(ye) — ed(ye, x), Vx E X\{ye}- 


证 明 在 这 个 定理 中 y 是 一 个 依赖 于 自身 y 的 函数 f(x) + ed(ye, x) 的 极 
小 点 . 
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1° 我 们 用 递归 的 办 法 确定 出 一 个 收敛 序列 
先 选择 up = re. 假设 un 已 经 选 定 , > 
S, = {w € X| f(w) < flun) — ed(w, un)}. 
因为 un E Sn, 所 以 Sn E D. 选择 Ungi E Sn 满足 
Funa) — Ef <5 [Fn — RF), m= 041,200, 
2° 如 此 得 到 的 序列 {un} 是 一 个 Cauchy 列 . 事实 上 ， 
间 CIO) = fei. “Wa Se. (14.12) 


因为 {f(un)} 是 递减 的 , MH f 是 下 方 有 界 的 , 所 以 当 n,m 一 woh, 
f (un) 一 f (um) 0. 
从 而 存在 u* E X, 使 得 un 一 wu*. 再 由 f 的 下 半 连 续 性 , 我 们 得 到 


f(u") < lim f(un) < lim inff. (14.13) 


3° 剩 下 来 我 们 验证 ye = u* 满足 (1)-(3). 
由 于 {f(wn)} 是 递减 的 ， 
f(y) = f(u") < flun) < f(uo) = f(ze), Vn, 
从 而 (1) 成 立 . 
又 由 (14.12), 
Ed(£e, Ye) = ed(uo,u’) 
< f (ze) ~ f(u*) 
< f (ze) ~ inf f <E, 
结论 (2) 成 立 . 
最 后 用 反 证 法 证 明 结论 (3), Æ ye = w* 不 满足 (3), W dw A ut 使 得 
f(w) < f(u*) — ed(u*, w). (14.14) 
由 (14.12) 可 得 
ed(un,u*) < flun) — f(u*), 
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: flu) < flun) — ed(un, u*). (14.15) 
联合 (14.14) 和 (14.15) 推 得 
f(w) < fl(un) — ed(un,w), Wn, 
从 而 , w € NZ Sn, 再 由 (14.13), f(u*) < f(w), 这 与 (14.14) 矛盾 . 口 


推论 14.3 设 (X,d) 是 一 个 完备 度量 空间 , CHR f: X > RU {too} 
是 真 的 、 下 方 有 界 的 、 下 半 连 续 的 函数 , 则 Ve > 0, Jye € X, 使 得 f(z) > 
f (Ye) 一 EC(Z; Ye), VE 天 Ye- 


在 Ekeland 变 分 原理 中 , 虽然 只 用 到 度量 拓扑 , 不 涉及 弱 拓 扑 , 更 不 涉及 各 种 


紧 性 , 但 是 并 没有 得 到 泛 函 f 的 极 小 值 . 它 的 意义 在 于 , 从 这 串 特 殊 选 择 的 极 小 化 
序列 提供 了 一 串 特 殊 的 近似 极 小 点 . 


§14.4 Fréchet 导数 与 Palais-Smale 条 件 


下 面 我 们 要 把 Ekeland 变 分 原理 与 连续 可 微 函 数 的 导数 联系 起 来 . 

我 们 在 第 十 讲 引 进 过 Banach 空间 上 实 值 函 数 Gateaux 导数 的 概念 ， 设 
f: X >R!, zo EU CX, U 是 一 个 开 邻 域 . 我 们 称 f 在 点 zo 处 有 Gâteaux $ 
数 , WR Yh € X, 3df (xo, h) € R!, 使 得 

f(£o + th) — f(xo) — tdf (zo, h) = o(t), t—>0, Vago the U. 
与 Gateaux 导数 密切 相关 的 还 有 Fréchet 导数. 如果 
|f (x) — f (£0) — (£, £ — Zo)| = oz — zol) (x > zo), 

BRE E X* 是 了 在 zo 处 的 Fréchet 导数 . 这 时 记 作 f’(x0) = £E. 

如 果 f 有 Fréchet 导数 户 (zo), 那么 它 必 有 Gâteaux 导数 ， 

df (xo, h) = (f'(xo), h), Vhe X, 


并 且 有 
|df (£o, h)| 
ig 
反 过 来 , 设 f 在 zo 的 一 个 邻 域 U 内 处 处 有 Gâteaux 导数 df(x,h), z € U, 
并 且 有 E(x) c X*, 满足 


f’ (zo)|| = sup 
heH 


(E(x), h) = df (a, h). 
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WR z > E(x) 还 是 连续 的 , 那么 f 在 ro A Fréchet $% f’ (zo). 

如 果 Fréchet 导数 f'(x) 处 处 存在 , 并 且 r> fr) 是 连续 的 , 那么 我 们 说 f 
是 连续 可 微 的 . 记 作 f € C1(X, RR'). 

Gâteaux 导数 与 Fréchet 导数 分 别 是 Re 中 的 方向 导数 与 全 微分 在 Banach 空 
间 的 推广 . 

在 第 十 一 讲 中 我 们 计算 过 具体 积分 形式 的 泛 函 的 Gateaux 导数 , CERME 
式 上 与 变 分 导数 是 一 样 的 , 至 于 Frkchet 导数 , 只 要 它 存在 , 当然 也 具 同 一 形式 . 


例 14.3 给 定 Q CR", F eC xR!) 满足 


F(a, 8)| < CQ + Je), w<2*-1=— 


= (n > 2). 


在 空间 HAO) ERR 
1 2 
mos [ živu] Fraai 


的 Fréchet 导数 . 
我 们 已 经 知道 它 的 Gateaux 导数 是 


dI(u,v) = [tv -Vut F, (x, u)v]dz. 


用 HiQ) 空间 的 内 积 
(u, v) = f Vu: Vvdz 
Q 


把 它 表 示 出 来 : 
dI(u,v) = (u + KF,(x,u), v), 
其 中 
K = (—A)"! : 而 (9) > (H3()). 
FAH A BRT 
Hi(Q) 一 L? (N) (14.16) 
以 及 增长 性 条 件 


| 本 (zu(z))<CG+luzh) € L = (L7 (Q), 


可 见 非 线 性 映射 u 一 F, (x£, u(x)) : HEO) > (L7 (0))* 是 连续 的 . 
FERARI (14.16) 的 连续 性 导出 其 共 恩 映射 


(到 (9 六 一 (有 (9)) (14.17) 
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也 是 连续 的 , 于 是 了 的 Gâteaux FX u > u+ KF, (x,u): HiQ) 一 (BO)) 是 
连续 的 . 由 此 可 见 了 的 Fréchet 导数 存在 并 且 就 是 

I'(u) = u + KF, (x,u). 口 


我 们 把 使 得 f'(xo) = 0 的 点 to 称 为 临界 点 , 并 把 相应 的 函数 值 f(zxo) 称 为 
临界 值 . 
因此 在 变 分 问题 中 , 极 小 点 是 临界 点 . 一 切 临 界 点 都 是 E-L 方程 的 解 . 
定义 14.2 i X 是 一 个 Banach 空间 , 又 设 f € CHX, R!) 如 果 任 意 满 足 
fz) >c, If (e)l o0 (14.18) 


的 序列 {rj} CX RAKAT, 那么 我 们 说 f 在 值 c 满足 Palais-Smale 条 
件 , 记 作 PS。 我 们 还 把 满足 (14.18) 的 序列 称 为 一 个 Palais-Smale 序列 (简称 PS 
序列 ). 

woRVcER', f 都 满足 PS。 那么 我 们 说 f 满足 PS. 


Palais-Smale 条 件 的 概念 可 以 同样 扩充 到 一 般 的 Banach 流 形 上 去 . 
下 面 的 推论 极为 重要 , CS Ekeland 变 分 原理 与 Palais-Smale 条 件 给 出 存 
在 极 小 值 的 另 一 个 判 据 . 


推论 14.4 i X &— ^A Banach 空间 (或 更 一 般 的 Banach 流 形 ), f E 
C'(X,R!), 并 且 是 下 方 有 界 的 . 记 


c= inf f. 

如 果 f 还 满足 PS。 PA f 能 达到 极 小 值 . 
证 明 按 Ekeland 变 分 原理 , Vn > 1,42, E€ X 满足 
1 
= > f(n) — lle — znl, V2 # tn, 
1 
f (xn) < C 十 
第 一 个 不 等 式 意味 着 
1 
f(a) = sup df (ens 9) < =. 
lel=1 n 


第 二 个 不 等 式 意味 着 
f(zn) > c. 


按 PS。, {1n} 有 收敛 子 列 {£n}: In, 一 2* E X, 再 由 连续 性 , f(x*) =c. O 
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§14.5 Nehari 技巧 


有 许多 泛 函 既 无 上 界 又 无 下 界 , 表面 上 看 求 极 值 的 方法 不 能 用 来 寻求 临界 点 . 
但 对 于 一 些 特殊 的 问题 , Nehari 使 用 了 一 种 特殊 的 技巧 , 把 求 临 界 点 转化 为 求 极 值 
问题 . 

i H 是 一 个 Hilbert 空间 , AWA (.,-), 给 定 一 个 泛 函 I € C?(A,R'). RII 
要 求 工 的 临界 点 , B T (u) = 0 的 点 . 

定义 G(u) = ('(u), u). 注意 到 了 所 有 的 临界 点 u 都 满足 : 

G(u) =0 

如 果 集 合 M = {u € H|G(u) = 0} 是 一 个 流 形 , 例如 , G’(u) 40, Vue M, 那么 
把 了 限制 在 M 上 得 到 一 个 新 的 泛 函 I. 如 果 了 有 极 值 的 话 , 那么 我 们 就 来 对 了 求 
极 值 , 也 就 是 , 求 了 的 条 件 极 值 . 

人 们 自然 会 问 , 约束 Glu) = 0 产生 的 Lagrange 乘 子 怎么 办 ? 事实 上 , 因为 


T _ T (I’(u), u) / 
I (u) =1 (u) ~ iG?” (u), 


所 以 在 M 上 (I (u) u) = Glu) =0, 只 要 G'(u) £ 0, 就 有 
I'(u) = 0 = T'(u)=0. 
我 们 用 一 个 具体 例子 来 说 明 怎样 运用 这 个 技巧 . 
例 14.4 设 QcR" 是 一 个 有 界 区 域 , 设 a€ CQ), a(z) >a>0,2<pu< 
2*. 在 空间 Ao (Q) ERZA 
1 
ru) = f (ZIVE + aleut) az 


的 非 平 凡 临 界 点 . 
计算 
G(u) = (Tu) = f [Vu + wale) lua) Mae. 
在 G-1(0) E, 
iw) = (u-2) f alla ds = (5 - =) ul? 


是 非 负 的 . 
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1° 注意 到 
(G'(u),v) = f ovas Vu + maae i uaa Vv € HO; 
可 见 G(0) = 0. 并 且 
G'(u) = 2u + (A) (p ajul” ?’u), 


在 G-1(0) 上 条 件 G'(u) #0 不 成 立 . 
然而 Yu € G71(0), MHRA EHS 


HA/2 
<C ( | Valea 
Q 
gol 1 
2 eee 
M [Vul dz) 2G 


这 说 明 9 在 G0) 中 是 一 个 孤立 的 点 . & M = G"'(0)\{6}, WE M E, 


f ho | | doud 
Q Q 
推出 或 者 u= 0, 或 者 


(G'(u),u) = 2llul]? + p? 人 az)lu(zjlzaz > 0, 


可 见 G’(u) 40, Yu € M. 
2° 容易 看 出 TE CHIQ), R'), 再 来 验证 Palais-Smale 条 件 . WA PS 序列 
{u;} C M, WE I'(u;) > 0, [T(u;)| < C. EXE, AF 


1 1 ~ 
G = = | ul = I(u;) < C, 


所 以 存在 子 列 wj, 一 公 再 由 
I'(u) = I'(u) = u + (—A)*pa(z) u(x) 4 7u(x) 


以 及 嵌入 映射 
Hj (Q) > L*(Q) 


的 紧 性 , 可 见 当 F(u) + 9 时 , {u} ATINE LO) 中 收敛 . 再 复合 上 (A), 
即 得 这 个 子 序列 在 HiO) 中 收敛 到 wo € M, 并 且 


I'(uo) = T (uo) = lim I(u;) = 0. 


所 以 wo 就 是 所 要 的 非 平凡 临界 点 . 口 


§14.5 Nehari 技巧 
习题 
1. i R>a>0, M = {u € C! ([-a,a]) | u(ta) = VR? — a?}, 
Ku) =f (vi-w — 5) at. 
(1) 计算 一 次 、 二 次 变 分 
(2) 写 出 Euler- pte 方程 . 
(3) 验证 up = VR? — t? 是 其 弱 极 小 解 . 
(4) 写 出 沿 wo 的 Jacobi BF. 
2. K inf{I (u) |u € M}: 
(1) 
2 
I(u) = f tv1 + wdt, 
1 


M = {u € C’([1, 2])|u(j) = arcosh j, j = 1, 2}. 


b 
I(u) = nf udt, 


= fue citen iro) 


3. 设 V € C}(R!,R?), (u,p) € RY x RY, BE 
N 
up) = 5 Dm- SOV (lu — wy)? 
i=1 1 
(1) 写 出 相应 的 泛 函 . 
(2) 写 出 Euler-Lagrange 方程 . 
(3) 写 出 相应 的 Hamilton 量 . 
(4) 写 出 相应 的 Hamilton 方程 组 . 
(5) 设 ee 是 Euler-Lagrange 方程 的 解 , 求证 : 


-= He + So VI uilt) — u,(t))?) = const, te R’. 


tFj 
(6) 写 出 对 应 的 Hamilton-Jacobi 方程 . 
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4. Wr € C((0, 1]), Ato € [0, 1], 使 得 r(to) > 0. 求证 存在 无 穷 多 对 { (AX, Un), 
其 中 un 关 0, An 一 +00, 满足 


| =dAru 于 (0,1), 
u(0) = u(1) = 0. 


第 十 五 讲 ”山路 定理 及 其 推广 与 应 用 


在 这 一 讲 我 们 介绍 寻求 极 小 (K) 点 以 外 的 其 他 类 型 临界 点 的 理论 . 这 个 理论 
的 基本 出 发 点 是 通过 泛 函 水 平 集合 拓扑 结构 的 变化 来 判定 临界 点 的 存在 性 . 因此 
它 的 理论 有 赖 于 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 的 结论 和 工具 . 自 20 世纪 70 年 代 以 来 
临界 点 理论 有 了 很 大 的 发 展 , 特别 是 在 有 变 分 结构 的 偏 微分 方程 和 动力 系统 中 取 
得 重要 的 应 用 . 

我 们 没有 假定 读者 已 经 具备 这 些 拓 扑 学 的 知识 , 本 课程 也 只 是 想 向 读者 介绍 
一 些 最 基本 的 、 最 常用 的 临界 点 定理 (如 山路 定理 等 ), 所 以 为 便于 读者 接受 , 我 们 
尽量 利用 几何 直观 . 

通常 的 临界 点 理论 采用 梯度 流 来 实现 泛 函 水 平 集 间 的 形变 , 这 些 思想 与 本 课 
程 内 容 相 距 很 远 , 需要 较 多 的 篇 幅 , 超出 了 本 课程 的 范围 . 在 这 一 讲 我 们 采用 一 种 
直接 的 方法 一 一 以 Ekeland 变 分 原理 为 出 发 点 来 介绍 这 些 临界 点 定理 . 


§15.1 山路 (Mountain Pass) 定理 


一 个 几何 上 非常 直观 的 例子 提供 了 研究 鞍点 型 临界 点 的 基本 思想 . 

在 一 个 四 面 环 山 的 盆地 ， 从 山 外 地 面 上 一 点 pi 出 发 要 想 进 入 侈 地 中 的 一 点 
Po, 人 们 希望 走 的 山路 是 这 样 一 条 连接 po 与 pi 的 道路 , 其 最 高 点 不 高 于 任何 邻近 
道路 的 最 高 点 . 这 条 山路 上 的 最 高 点 就 可 能 是 一 个 鞍点 一 一 既 非 极 大 也 非 极 小 的 
临界 点 ( 见 图 15.1). 

用 数学 语言 描述 如 下 : 设 空间 X = R, C X 是 一 个 开 集 . 有 两 点 po EO 
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和 pi QO. 假设 有 一 个 函数 f € CX, R!) 满足 
a= inf f(z) > max{f(po), f(p1)}, 
4 
P= {le C((0, 1], X)| l(i) = p i = 0, 1} 
为 连接 这 两 点 的 所 有 路 径 组 成 的 集合 ; 再 令 


c= inf sup fol(t). 
ler oe (2) 


(15.1) 


(15.2) 


(15.3) 


我 们 想 说 明 c 是 f 的 一 个 临界 值 , 即 存 在 ro © X, E fco) = 0 以 及 


f(x0) = c. 


然而 几何 直观 并 不 等 于 一 个 确切 的 定理 . 为 了 使 这 个 结论 成 立 , 还 需要 对 f 


添加 其 他 假设 . 


定理 15.1 (山路 定理 ) 设 X 是 一 个 Banach 空间 , f € C'(X,R!); 又 设 
QCKX 是 一 个 开 集 , 给 定 两 点 po EQ, pi EO, 满足 (15.1). 按 (15.2) 与 (15.3) 定 


Le. wR f 还 满足 PS。 WA cza 是 了 的 一 个 临界 值 . 
证 明 ET 上 引入 度量 
d(l, l2) = mar l(t) — l(t), 
使 T, d) 成 为 一 个 完备 度量 空间 . S 


I(l) = n f ol(t). 
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由 假设 (15.1), (1) > a, 并 且 I 满足 局 部 Lipschitz 条 件 : 
I(l) — T(la)| < mir x |foli(t) — fe 12(t)| 
< max ||f'(01(t) + (1 — OLIE) — t2) 


t,0€[0,1] 


< Cd(lli, le), 
其 中 C 是 依赖 于 fh, 的 常数 . 应 用 Ekeland 变 分 原理 于 I, 可 以 得 到 一 列 


{ln} CT 满足 
e< Ih) < e+ (15.4) 


IO > I(l) - Zall, ln), E E O (15.5) 
A 
MO = {t € [0,1] | fol) = I()}. 
显然 M(1) AES BR, 并 且 M C (0,1), 这 是 因为 车 to € M(1)/ {0,1}, W 
f ol(to) = ee o l(t) > inf f = a, 


而 
f ol(to) < max{f(po), f(pi)} < a, 
这 是 一 个 矛盾 . 
id To = {y € C((0, 1], X) | y(i) = 0,4 = 0,1}, 它 是 C([0,1], 闵 ) 的 一 个 线 
性 闭 子 空间 , 有 模 
wllro = max llw(€). 


te[0,1] 
由 (15.4), Yh € To, Alin, = 1, VA; 40, Yê; E€ M(ln +Ajh), 有 
1 
A [f o (In + Ash) (E) — f oln(é;)] > a 
由 于 {6} C [0,1], EEFI, WEE, KAF ms BRM ln, A 与 
h， 取 极限 后 有 


Af (la (rn), (th) > =F, (15.6) 


要 想 证 明 In* € M(ln) 使 得 


1 
df (la (m), P) > -z We X, lel = 1. (15.7) 
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如 其 成 立 , WS zw =1,(n*), 即 得 


1 
eX f(zn) <CH>, 


由 PS., {tn} 有 收敛 子 列 {2n}, zw > 0°, 即 得 f(x*) =0. 
现在 用 反 证 法 来 证 明 (15.7)， 如 不 存在 mx 使 (15.7) R, W Vn € M(l,), 
Jv, € X, lloll = 1 满足 


df (laln), v) < —o, 
便 有 n 的 一 个 邻 域 O, C (0,1) 使 得 
df (la (£), Un) < -= VE € On, 


注意 到 M (ln) 是 紧 的 , 它 存在 有 限 覆 盖 , 设 M (ln) CUE, On, UME v{v,,}T, 
lonl = 1， 满 足 


df (ln (£), Un:) < --, VE € On, i=1, m, (15.8) 
构 作 {O,,} 的 一 个 单位 分 解 : 0 < pi < 1,supp pi C On, 1 <i <m, 满足 


S pi(€) =1, VEE M(ln), 

i=1 
4 

v = (E) = 2 PiE) on 
因为 M(la) C (0,1), 所 以 v ET, loll <1. 事实 上 可 以 选取 一 个 有 限 覆 盖 和 一 
个 & € M(ln) 使 得 只 有 一 个 io 使 E € On, FÆ |lvllr, = 1, (15.8) AAT 
1 
df (In(€), v()) < in? VE = M(ln), 
ES (15.6) 矛盾 , 定理 证 毕 . 口 
注 15.1 山路 定理 是 由 A. Ambrosetti 和 P. H. Rabinowitz 在 1974 年 以 如 

上 形式 提出 的 . 它 连同 其 各 种 推广 和 变形 都 已 经 被 广泛 地 应 用 到 各 类 变 分 问题 中 
去 了 . 其 原型 则 是 M. Morse 研究 极 小 曲面 多 解 时 发 现 的 墙 定理 (Wall Theorem). 


用 Ekeland 变 分 原理 来 证 明山 路 定理 是 由 史 树 中 (数学 学 报 , 1, 1985, 348- 
355) 与 J.-P. Aubin 和 I. Ekeland (Applied Nonlinear Analysis, John Wiley and 
Sons, 1984) 分 别 独立 提出 来 的 . 口 
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注 15.2 在 以 上 定理 中 Palais-Smale 条 件 起 着 关键 的 作用 . 若 其 不 成 立 , 则 
有 下 述 Brezis-Nirenberg 反例 . 


在 及 ”上 考察 函数 
f(z,y) =2? + (1—2)*y’, 
$ c= infp24y221/4 f(z, y) > 0, 它 确 有 一 个 盆地 : 1 = {(x,y) E€ R?| f(x,y) < c}, 


山路 定理 中 的 几何 结构 是 更 一 般 的 环绕 (link) 结构 的 特殊 情形 . 

定义 15.1 i& X £—4 Banach 空间 , Q CX -SAAR OQ 的 紧 流 形 ， 
SCX 是 一 个 闭 子 集 . 称 0Q@ 与 9 KH, 如果 

(1) QNS =Ø, 

(2) 对 任意 连续 的 p : @ X WR: plag = idlag, 都 有 Y(Q)NS #2. 

环绕 是 两 个 集合 在 任意 连续 变化 下 的 相交 性 质 , 因此 是 一 种 拓扑 性 质 . 


例 15.1 在 山路 定理 中 , Q = {tzo + (1 一 tt)zilt € [0,1]}, S = an, 
dQ = {z0, 11}, M 5Q 与 S 环绕 . 


例 15.2 i% X 是 一 个 Banach om Xi 是 它 的 一 个 有 限 维 线性 子 空间 , X。 
是 它 的 补 空间 , 即 : X= X OX). > 


S = Xo, Q = BRN X], 
Hh Br 是 六 以 9 为 中 心 、R > 0 ALAWAR, 于 是 
dQ = {x € Xi|llz|| = R} 


( 见 图 15.2). 

我 们 要 证 明 S 与 0Q 环绕 . 正如 前 面 所 说 的 , 环绕 是 一 个 拓扑 概念 , 我 们 不 得 
不 使 用 拓扑 工具 . 一 个 比较 简单 的 拓扑 工具 是 Brouwer 拓扑 度 . 

ER 上 给 定 一 个 到 自身 的 连续 映射 f, 给 定 一 个 有 界 开 集 OCR", 再 给 定 
— A p ¢ f(89N). 

Brouwer 拓扑 度 deg(f, 9, p) 是 依赖 于 这 三 个 变 元 (f, 9, p) PERH K 
数 . 它 具 有 如 下 重要 性 质 . 

1. (Kronecker 存在 性 ) Æ p ¢ f(00), H deg(f, 9, p) # 0, W f-(p)NQ F 2. 

2. (BÆR RH) # F € C((0,1] x 0,R"), p ¢ F((0, 1] x 09), m 


deg(F(t, -), Q, p) = const. 
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图 15.2 环绕 之 例 15.2 


3. (区 域 可 加 性 ) HE N1, Q2 CO 都 是 有 界 开 集 , Q1 NN = g, p E F(A U 
2))， 则 
deg( f, Q, p) = deg( f, Q1, p) + deg( f, 92, p). 
4. (规范 性 ) 
Jl peg, 
deg(f, 2, p) i p ¢ Q. 
5. (零点 的 代数 和 ) 如 果 再 设 f e CHQ, R”), 以 及 pg f(OQ) 是 了 的 一 个 正 
则 值 , 即 
det(0z,f;(x)) #0, Vae f° (p), 
则 
deg( f, Q, p) = > sen det (0,, f; (Xx)). 口 
LREf~1(p)NQ 
现在 我 们 回 到 6Q 与 S 环绕 的 证 明 . 显然 有 SNOR = 2 只 要 再 证 
明 Ve E€ C(Q, X), 满足 vlog z idlag 都 有 


PQ) NSE. 


这 等 价 于 存在 zo € Q 使 得 
Po (xo) = 0, 


其 中 P :XX > Xi 是 一 个 投影 算 子 . 为 此 我 们 定义 F e C([0, 1) x Q,R"), 
F(t,z) =tPoy(x) + (1 — t)z. 


因为 
9 ¢ 90 = F(t,0Q), vt € [0,1], 
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由 同 伦 不 变性 与 规范 性 可 得 
deg(Pop,Q,b) = deg(id, Q, 4) = 1. 
再 利用 Kronecker 存在 性 就 有 zo € Q 使 得 
Pow(zo) = 0. 
即 得 S 与 OQ 环绕 . o 


例 15.3 it X 是 一 个 Banach 空间 ,Xi 是 它 的 一 个 有 限 维 线性 子 空间 ，X。 
是 它 的 补 空间 , 即 X = Xi 四 Xo. 又 设 eeXo,llel=1l R>p>0. 


令 
9S=Xomap(b)， 
Q = {x1 + te | (£1, t) € Xı x R}, |lzi||? +t? < R°}, 
从 而 
OQ = (Br(9) N X1) U (OBR(9) N (X1 ® R*e))*, 
其 中 


(BR(b) N (X1 @ R'e))* = {ay + te | (a1, t) € Xı x RA, zi + 2 = R?}. 


见 图 15.3 


图 15.3 环绕 之 例 15.3 


我 们 要 证 明 8 与 9Q 环绕 . 显然 还 是 有 SNI =s, 只 要 再 证 明 对 于 满足 
vlog = idlag 的 任意 p € C(Q, X) 都 存在 zo € Q, 使 得 


Po (xo) = 9, ||\p(zo)|| = p, 
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其 中 己 :X 一 Xi 是 投影 算 子 . 这 等 价 于 证 明 
Poy(zi+ se) =0, IC-Poeplzi+seol=p 


其 中 zi + se = to. 
为 此 作 形 变 F e C([0, 1] x Q, Xı x Rte), 


F(t, zit+se) = [(1—t)z1t+tPop(z1+se)|+[(1—t)s+tll(I— P)op(zi+ se)l|—ple, 


则 
F(1,z1+ se) = P o p(z; + se) + [I(T — P) o p(x + 8e)|| — ple, 


F(0, 21 + se) = z1 + (s — pe. 
并 且 当 zı + se € OQ 时 ， 
F(t, x; + se) =2,+(s—p)e # 0. 
由 同 伦 不 变性 得 到 
deg(F(1, -),Q, 0) = deg(F(0, -), Q, 4). 
后 者 可 以 通过 性 质 5 (零点 的 代数 和 ) 求 出 来 : 


F(0,-)-1(6,0) = (0, p), det ea ai 


即 得 
deg(F(1,-),Q,0) =1. 
再 由 Kronecker 存在 性 , 可 知 
F(1,21 + se) = (6,0) 
Af. 我 们 证 明了 3 与 OQ 环绕 . 加 
用 与 证 明山 路 定理 同样 的 步骤 可 以 证 明 以 下 定理 . 


定理 15.2 设 X 是 一 个 Banach FM, QC X 是 一 个 有 边界 OQ HER 
形 ，0Q 与 一 个 闭 子 集 SCX KR, fe C'(x,R'). 若 存 在 a < B 使 得 


supzeag f (2) <a < B < inf f(z), (15.9) 
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令 
r = {p € C(Q, X) | vlog = idlag}, (15.10) 
以 及 
c= inf max f (Pp(é)). (15.11) 
如 果 f 还 满足 PS。, 那么 c(>B) 是 了 的 一 个 临界 值 . 口 
815.2 ”应 用 


山路 定理 和 环绕 定理 在 变 分 问题 中 有 许多 应 用 . 我 们 通过 几 个 例子 以 罕见 其 
一 斑 . 


例 15.4 eae eee T > 0 为 周期 的 连续 函数 a. ELMA RA 
V(t, 2) = -żle + a 1 ap, (15.12) 


假设 p> 1, a(t) >a>0. 
求 满足 方程 组 
“+ V,(t,2) =0 (15.13) 
的 非 平凡 TAM € C2([0, TI, RY). 
我 们 在 空间 Hh ((0, T), R") = {2 € H™((0,7),R")|2(0) = 2(T)} 中 定义 
12 PRI > 
re) = f | sce + e- fae] at (15.14) 
0 
(15.13) 是 它 的 Euler-Lagrange 方程 . 
我 们 说 明 2 = 9 是 了 的 一 个 局 部 极 小 点 , 从 而 它 是 (15.13) 的 一 个 平凡 解 . 事 
XE, 
I0) = 0. 
HAAR, ellon <C 其 中 C 是 一 个 常数 ,|lzl= (Je lal? + uP lat) 
AA AM > 0 使 得 |a(t)| < M,Vt € [0, T], 所 以 


T 
P+ | a(te(errat < Mor ae. 
0 
Rue s > 0 足够 小 , 4 x € B.(6)\{6} 时 ， 
Ke) = Mal? -P+D adler d> Fel? 
2 eae 
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所 以 z = 0 是 一 个 局 部 极 小 点 . 
我 们 想 用 山路 定理 来 得 到 一 个 非 平 凡 的 临界 点 . 为 此 取 “ 盆 地 ”外 一 低 点 : 
e= Xsin 至 ,6 = (1,1,---, 1), 其 中 A > 0 充分 大 , 便 有 


I(e) = Xn (= + 2) — Xp+17 2 [os Da sim 2" dt < 0. 
定义 
[= {i € C((0, 1], Ho ((0, T), R™)) |1(0) = 8,1(1) = e}, 
以 及 


1 
= inf I > 二 E2. 
ler neh (x) > A” 


只 要 能 验证 PS。, 就 知道 c 一 定 是 一 个 临界 值 . 
Ww {rn} 是 一 个 PS 序列 ， 


t >, 


|Z’(zn)|| = sup dI(zn, p) > 0, 
lel=1 
要 证 明 {zx} 含有 收敛 子 列 . 如 今 ， 


T 
dI (tn, 9) = | [tn + rnp — a(t)lznl? Enp] dt + 0, Vp € Hoer((0,T), R”). 


(15.15) 
在 (15.15) FRR y = Zu, 就 有 
T 
| (lenl? + lenal? — a(t)|2q/?*Jdt = ollen). (15.16) 
n Téa? len? et 


比较 (15.16) 与 (15.17), 得 到 


1 1 
G 7 =i) | (\tn|? + |p|?) dt = C1 + o(||znll), 


其 中 O 是 一 个 常数 . 从 而 ac, || 是 有 界 的 , 从 而 存在 子 列 , 仍 记 作 on, 使 得 


zn — zo, 于 H1((0, T), RY). 


per 
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最 后 要 验证 zw 一 2, H},,((0,T), RY). 
事实 上 , AAI, 
Zn zo (F L®([0,T], R")). 
再 利用 PS 序列 的 假设 


Ln 一 (-5 + 1) (alt)|£n| zr) +0, H3,,((0,T), RY). 


per 


可 见 zn 在 H}..((0,T), RY) 是 强 收敛 的 . 即 得 zn 一 xo, 于 Hy.,((0,T),R%). 
我 们 验证 了 山路 定理 的 一 切 条 件 , 所 以 这 个 问题 有 一 个 非 平凡 解 ro E 
H}.,((0,T), RY). 再 由 正则 性 , zo € C2.,((0,T), R”). O 


注 15.3 同样 的 证 明 适 用 于 


一 C a(t) 
Vit,z) = = lel F T 


的 情形 , 其 中 c > 0. A 
例 15.5 在 例 15.4 中 , HAA RRO 
V(t,z) = sll? 十 ae apr, (15.12’) 
其 中 c> 0, 而 p>1 a(t) >a>0. R (15.13) 的 非 平 凡 工 -周期 解 . 
仍 取 空间 He. ((0,T),R), 相应 的 泛 函 改 为 


I(x) = | [5er — clap) — SO pap dt. (15.14’) 


容易 发 现 z = 0 仍 是 一 个 临界 点 , 但 不 再 是 极 小 点 . 为 了 寻求 非 平凡 的 临界 
点 , 我 们 来 考察 这 个 泛 函 水 平 集 间 的 环绕 集合 . 口 


把 方程 (15.13) 线性 化 , 对 应 的 是 线性 方程 
—2£(t) = cx(t), t € [0,7], 


连同 周期 边 值 条 件 . 
我 们 先 转向 下 列 特征 值 问题 : 


—#(t) = Az(t), te [0,T], (15.18) 
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其 中 z(0) = 2(T), 2£(0) = z(T). 
按 第 12 讲 , 它 有 特征 值 


ea 
和 特征 函数 
2krt 2krt 
COS ®e, sin T of, 
其 中 e, fe RN, 4Sk>l,ecRY, k=0. XTA k21, w 


.2k7t 
® e, sin 


ef| efen", 


为 H}..((0,T),R) 的 2N 维 线性 子 空间 , 以 及 Eo = 及 ”为 其 N 维 线性 子 空间 . 
我 们 可 以 把 空间 X = Hi.((0,T), RY) 作 直 和 分 解 : X = Xi © Xo, 


2krt 
Ep = span feos T 


k 
= DBE (15.19) 
j=0 
HF k = max{j € N| à; < c}. 
在 子 空间 X E, 
T T 
| lé(t)Pdt > Ara i la (t) (Pal, 

0 0 

所 以 


1 
I(x) 2 5 (1- oa: =) [z(t)|?dt 一 af (t)|x(t)|P** dt. 
在 例 15.4 中 我 们 估计 过 


T 
f a(t)|e(t) Pdt < MOH zl = ofle?) (£> 0). 
0 


HF 1— 


> 0, 所 以 存在 p > 0 K B> 0 HE 
I(x) > 8 42 € 0B,(0) N X2. (15.20) 
我 们 取 S = OB,(0)N Xo. 
E X, 上 我 们 总 有 


I(x) < A Ser 一 T dt < [ Be 一 ce dt <0. 


ia 
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现在 我 们 取 e = cos EELT g el, 其 中 el = (1,0,… ,0) E RY. 注意 到 在 任意 有 


限 维 模 空间 上 所 有 的 模 都 是 等 价 的 , 在 空间 Xi @ Rie E, 当 ||z|| 一 o0 时 , 一 致 地 
有 


2 a j 1 
I(x) < (Apa — f a--> | z|Pt dt + —oo. 
(2) < (Mere) f ledt- -5 | Io 
现在 我 们 取 
Q = {(x1,t) € Xi x R} | zll? Pr = R?}. 


4R>p>0 足够 大 时 , 便 有 
Ilag < 0. (15.21) 


并 且 利 用 例 15.3, 还 可 见 5 与 OQ 环绕 . 

最 后 我 们 来 验证 PS。 证 明 的 步骤 与 例 15.5 是 一 样 的 ,只 是 在 验证 PS 
FFA H1((0,T),RY) 有 界 性 时 没有 那么 直接 ， 其 证 明 如 下 ， 设 {zx;} c 
H}.,((0,T),R) 满足 T(zj) > c, 了 (zj) 一 0 WA 


T 
| lOF - des(OPlat = Cs + ollz, 
以 及 
| a(t)lzs( hPadt = Ca + olllzsll). 
由 Halder 不 等 式 得 


-1 


[ |x; (t)| dt < (1 om 的 Pd = (f a7 (t)dt) = 


联合 这 三 个 不 等 式 就 得 到 


T 
| lé,(t)|2dt = C3 + ollel, 


从 而 Dz; < Ca. 
现在 根据 (15.20)、(15.21) 和 定理 15.2, 我 们 证 明了 I 有 临界 值 c > 6 > 0， 
它 对 应 着 (15.13) 的 一 个 非 平凡 解 . E 


类 似 的 方法 可 以 应 用 于 偏 微分 方程 . 


例 15.6 设 Qc Rn* 是 一 个 有 界 区 域 . 设 1<p<2 一 laeC(Q),a(z) > 
a > 0, Vx EQ. 求 下 列 方程 的 弱 解 : 


—Au(z) = a(x)ju(x)|Ptu(z), (15.22) 
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FF u c HEO). 在 空间 HO) 中 定义 泛 函 
并 2 a(z) | 
TE f livo] Aa lua) P| de, (15.23) 


FA 
(15.22) ZEW Euler-Lagrange 方程 . 
显然 = 0 是 它 的 一 个 平凡 解 , 我 们 来 寻求 工 的 非 平凡 临界 点 . 利用 Poincaré 
KER, 
1 
Ku) > | 3V) de — o(\ul?) > 3 f uode (ul> 0), 
即 当 7 > 0 充分 小 时 ， 


r2 
Tlap.(0) > T: 


现在 任意 选取 一 个 非 零 函数 pe HiO), 
=f = 2d7z — tp+1 a(x) p+1 _ 
iosi TEZO] iar [ Sve) ey 


我 们 取 po = 0, pi = ty, t 足够 大 时 , 就 得 到 山路 定理 的 几何 结构 . 
剩 下 来 就 只 要 验证 PS。 了 . 设 序列 wj WAL: Iuj) > c TT(wj) > 0 (AG(Q)), 
要 证 明 它 有 收敛 子 序列 . 事实 上 , 我 们 有 


| [ww 一 s wp] dx 一 c, (15.24) 


以 及 
/we - ahula) Puy (@)o(@)]de = ollel), Y p E H3 (0). 
(15.25) 
JUTE- a(e)}us(@) Pee = ollus). (15.26) 
联合 (15.24) 5 (15.26) 得 到 


1 
(3-a) [sae = C + olal). 
所 以 uz 是 Ho) 中 的 有 界 列 , FRAP uy 一 uo. 


我 们 来 证 明 它们 是 强 收敛 : wy, 一 uo, 于 AG(Q). 由 (15.25) 可 见 


uy = (~A) (aluyl? wy 十 olllwz)， 
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我 们 注意 到 

(1) Hi(Q) 一 LHO) 是 紧 的 ， 

(2) ur ajutu 是 LHO) > Le (Q) => (HA 有 界 连 续 的 ， 

(3) (-A) 一 EZ((Bo) Ho) 是 连续 的 ， 
所 以 有 强 收敛 Ujit —> Uo. 

我 们 完成 了 PS, 的 验证 . 应 用 山路 定理 , 得 到 临界 值 c > r?/4 > 0, 所 以 对 应 
的 是 一 个 非 平凡 临界 点 . 

当 c < 0 时 , 方程 


—Au(z) = cu(x) + a(zjluw(z)|2 u(x) (15.22’) 
与 方程 (15.22) 有 同样 的 结论 , 证 明 是 一 样 的 . 
当 c > 0 时 用 环绕 定理 也 可 以 证 明 方 程 (15.22) 有 非 平凡 解 . 口 


注 15.3 山路 定理 和 它 的 推广 一 一 环绕 定理 都 是 更 一 般 的 极 小 极 大 原理 的 
特殊 情形 . 极 小 极 大 原理 最 早 是 由 G.D. Birkhof 在 研究 闭 测 地 线 时 提出 来 的 . 经 
L. Liusternik, L. Schnirelmann 以 及 M. Krasnoselski 等 人 的 发 展 , 成 为 临界 点 理 
论 的 重要 组 成 部 分 . 到 了 20 世纪 60 年 代 , R.S. Palais 将 Liusternik-Schnirelmann 
理论 推广 到 了 无 穷 维 流 形 . 自从 A. Ambrosetti 和 P.H. Rabinowitz 提出 山路 定理 
以 来 , 极 小 极 大 原理 得 到 了 更 多 的 发 展 与 应 用 . 与 此 平行 发 展 的 临界 点 理论 的 另 一 
个 分 支 是 Morse 理论 , 它们 共同 组 成 大 范围 变 分 学 或 拓扑 变 分 方法 . 因为 涉及 的 
内 容 很 多 , 已 远 远 超 出 本 课程 的 范围 , 本 书 不 再 介绍 . 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 有 关 
参考 书籍 , 如 [Ch], [MW], [St], [Ra] 等 . 口 
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§16.1 ”问题 
我 们 从 单 摆 的 自由 运动 出 发 ( 见 图 16.1), 介绍 周期 解 、 第 二 周期 解 与 异 宿 轨 
的 概念 . 质量 为 m, 摆 长 为 ! 的 小 球 受 重力 来 回 摆动 . 记 摆 的 张 角 为 yp, 那么 动能 
是 3mgl?, 位 能 是 mgl(1 一 cosy). Lagrange 函数 是 mgl? — mgl(1 一 cosy). 动 
力学 方程 是 
pt+asiny =Q, 


其 中 a= w =g/l. 


mg 


图 16.1 单 摆 的 运动 
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在 相 平 面 (z,y) = (y, ¢) 上 来 讨论 ( 见 图 16.2), 


t=y, 
y = —asing, 


图 16.2 相 图 


能 量 是 
E= Tey + mgl (1 — cos z). 
图 上 画 了 能 量 的 等 高 线 和 平衡 点 : (0,0), (+7,0). 
当 4 € (0,7) 时 , 过 初始 点 (z,y) = (4,0) 的 能 量 是 E = mgl(1 一 cos A). 运 


动 方 程 是 
y = +wo4/2(cos x — cos A). 


HBL) T(A) = 2X2 用 AE SB. 


Wo 


lim T(A) = au lim T(A) = œ. 
4 一 0 Wo 4 一 和 一 0 


在 上 、 下 半 平 面 过 (0, 士 2wo) 连接 (一 7,0) 5 (7,0) 的 轨道 : (a(t), t(t)) 一 
( 士 r, 0)(t 一 +00) 称 为 异 宿 轨 . 
还 有 , 设 |B| > 2wo, 过 初始 点 (x,y) = (0, +B) 的 能 量 是 E = ml? B?/2 的 


解 ， 
y = +4/ B? — 2wi(1 — cos x) 


分 别 为 上 、 下 半 平 面 的 周期 曲线 , S 


(2) = f ds 
do (VB? = 2w2(1 — coss)’ 
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以 及 

T(B) = t(27), 
则 

pla) = e(a) — ÉP 
是 一 个 2r 周期 的 函数 . 我 们 有 
| z(t+7(B)) = x(t) + 2n, 
y(t + 7(B)) = y(t). 


在 这 个 意义 上 , 我 们 称 之 为 第 二 类 周期 解 . 


在 动力 系统 中 连接 鞍点 平衡 点 p 到 自身 的 轨道 : z(t) 一 p (t> too) 称 为 同 
宿 轨 ( 见 图 16.3). 


图 16.3 


§16.2 ”周期 解 
在 非 线性 振动 中 , 人 们 关心 下 列 方程 的 周期 解 : 
ü+VuV(t,u)=0, u(0) = u(T), u(0) = ù(T). (16.1) 
例如 , 月 亮 的 引力 (潮汐 力 ) 产生 的 重力 加 速度 9 是 一 个 -周期 函数 , 位 能 
a) ) 


一 一 cos 27u. 


V(t, u) = 
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一 般 来 说 , BH V € C1([0, T] x RN, 民 !). 引入 Lagrange 函数 


Xp AZIZ eR ere 
iG) f k -v(t w) dt. 
0 
我 们 把 (16.1) 看 成 I 的 E-L 方程 , 并 取 空 间 


H},,((0,T],R®) = {u € H? ([0, T], R”) |u(0) = u(T)}. 


有 如 下 简单 的 情形 . 
I. 假设 wr -V (t, u) 是 连续 的 、 凸 的 , 并 且 


T 
F(u) = -j Vi(t,u) dt => +œ (|lullRv 一 00). (16.2) 
0 
例如 , N=1,V(t,u) = 一 |uj?(1 十 esint), 其 中 p> 1. 因为 
—Vau = —p(p— 1)|ul? (1 + esint) > 0. 


这 时 了 是 凸 的 . 了 是 弱 下 半 连 续 的 , 从 而 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 接 下 来 验证 : 工 是 
下 方 有 界 并 且 是 强制 的 . 

HF w -V(t u) 是 连续 凸 的 , FRY 上 的 连续 凸 函 数 . 于 是 Jro ERY, 
使 其 达到 极 小 值 . 我 们 有 


deras f E (16.3) 


利用 一 V 的 凸 性 , 有 不 等 式 
—V(t, u) 之 —(V(t, £o) + Vlt, To)(u = Zo)). (16.4) 


现在 Vu € HA(0,T), FAR u= ü+, HP a= Af u(t)dt. 联合 (16.3) 
和 (16.4) 得 到 


2 1 V(t, u(t))dt > — | (V(t, £o) + Vult, zo) (u(t) — zo))dt 


ee: | “(Vit xo) + Vu(t,2o)(u(t) — %))dt. (16.5) 
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Ap 


T T 1/2 
C1 二 -f V(t, zo)dt, C2 = (/ [Vlt, zo) dt) ’ 
0 0 


则 
Hu) >5 [liar f IVG, zo) + Valt, zoia 


T 1/2 
S A Oe ( f aa 
2 0 0 


利用 Wirtinger RER, Jo |a|2dt < c2 /||?dt, 即 得 


I(u) > ae il2at — C1 一 C2C3 (/ ae) 
之 if lù]? dt 一 c4. 


由 此 可 见 , 了 是 否 为 强制 的 , RA u AEDE (u) 从 上 方 控制 . 注意 到 


-V @ z) =-V (+ UO =) 


< -3(V( u(t)) + V(t, —ã(t))). 


1 T . T m T 
I(u) > sf åa- 2 f v(t 3 a+ | V(t, —ŭ(t))dt. 
2 0 0 2 0 


由 于 lül < Cllallan 能 被 I(u) 所 控制 , 所 以 — fo V(t, —a(t))dt 能 被 I(u) 


所 控制 , 推 得 
T 
-f V @ z) dt < csI(u) + ce. 
0 2 


利用 (16.2), 可 见 a Wyk T(w) 所 控制 . 这 就 证 明了 了 是 强制 的 . 

由 此 可 见方 程 (16.1) 有 解 we H3..((0,7]). 再 由 正则 性 uec’. 

最 后 , 我 们 来 看 周期 条 件 ， 从 组 入 定理 以 及 u € Hiell0,T]) 可 见 u(0) = 
u(T). 剩 下 还 要 证 明 (0) = ùT). 在 积分 形式 的 E-L 方程 中 取 以 了 为 周期 的 
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y € C~((0, T]), 得 到 
T 
0= | fip- Valt uplat 
0 


= | ger — V(t, ulpdt + tiplo 
= u(T)9(T) — «(0) (0). 
由 于 yp(0) = p(T) 是 任意 的 , 我 们 就 证 明了 
iu(T) = (0). 


定理 16.1 在 (16.2) 的 假设 下 , 方程 (16.1) 存在 一 个 C? 的 周期 解 . 


I. V 是 连续 的 、 周 期 的 . 假设 存在 线性 无 关 的 e1,… ,ew ER” 使 得 


V(t,u+e) =V(t,u), V(t,u) € [0,7] x R”. 
我 们 还 是 要 验证 
ra= | (Flue + V(t, ud) at 


的 序列 弱 下 半 连 续 性 和 强制 性 . 
按 第 十 一 讲 的 Morrey 定理 , 7 当然 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 
由 于 V 是 连续 的 又 满足 (16.6), 所 以 存在 常数 C 使 得 


IVitwl< C. 


从 
1 T 

Kos- f aat — CT 
2 J, 


还 不 能 直接 推出 I 的 强制 性 . 为 此 作 分 解 
` wu = +d, 
Hp a= 4 u(t)dt. 记 
X = {u € H},,({0, T]) |@ = 0}. 


X 是 H},,((0,7]) 上 的 闭 线性 子 空间 . 


(16.6) 
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再 由 Wirtinger 不 等 式 ， 


T T T 
f úad = | Pat > a f Malad, 
0 0 0 


即 得 工 在 X 上 是 强制 的 . 
设 {u;} ÆI 的 一 串 极 小 化 序列 ， 作 分 解 Uj = Uy; + U5, 则 {ù;} 有 子 列 弱 收 敛 . 
注意 到 V 的 周期 性 V (u+ DM, er) =V(u), 有 


N 
I (. +5 ve) = (u), VA ,Mn) E Z”. 


i=1 
虽然 {z;} 可 能 无 界 , 但 去 掉 整数 部 分 以 后 就 是 有 界 的 了 , 即 3( 和 7，……… AM) 
eZ", 使 得 


N 
la; + SOAP ella» < > leill £ A. 


EX vj =a; + (a, + DN, Mer) , 则 I(w) = (uy), MA vj 是 一 个 有 界 的 
极 小 化 列 , 有 弱 收 敛 的 子 列 
Vy A 
于 是 按 同 样 方法 可 证 明 w* 是 极 小 点 . 再 用 上 面 同样 步骤 验证 u* 是 周期 函数 . 
由 正则 性 , u € C?(R!). 
定理 16.2 在 (16.6) 的 假设 下 , 方程 (16.1) 存在 C? 的 周期 解 . 口 


I. 环 面 上 的 周期 解 . 
用 与 上 面 完 全 相同 的 方法 , 我 们 可 以 研究 在 环 面 TN = RY/Z EZA E-L 
方程 的 周期 解 . 设 在 环 面 上 给 定 Lagrange 函数 
L(t,u,p): R! x RY x RY SR’, 
满足 
L(t+Z,u+Z",p) = Lit, u,p), 
以 及 下 列 条 件 : 


|Lpe| 十 [Epul 和 c(1 + pl), 


(i < Lpp <S G, 
|La] < e(1 + |p)?), 
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WS . 
I(u) = f L(t, u(t), add 
0 
的 E-L 方程 


{Lp(t, u(t), H(t) Bt) + Lolt, u(t), u(t) O(t)}at=0, V A(t) € Hse (lO, 1], R”) 


存在 周期 解 we Hl.([0, 1], RY). 再 由 正则 性 , u € C?((0, 1], RY). 口 
IV. 环 面 上 的 第 二 类 周期 解 M, p- 
在 与 前 面相 同 的 条 件 下 , 我 们 来 考察 第 二 类 周期 解 . 
V(q,p) € Z?,q £0, u RY (q, p) 型 周期 解 , 如 果 


u(t +q) = u(t) +p. 


我 们 在 摆 的 自由 振动 中 所 说 的 周期 解 就 是 (1,0) 型 周期 解 , 所 说 的 第 二 类 周 
期 解 就 是 (1, 1) 型 周期 解 . 
在 Map = { {2t} |t E R) + Wai2([0,q]) 中 , 求 得 


f " E(t, u(t), w(t) dt 


的 极 小 点 就 是 所 要 的 (q,p) 型 周期 解 . 
采用 同样 的 极 小 化 方法 , 以 及 同样 的 论证 就 能 验证 T 的 极 小 点 是 存在 的 . o 


§16.3 Fae 

由 定义 , 异 宿 轨 是 连接 向 量 场 ( 非 退化 ) 零点 间 的 轨道 . 例如 给 定 Lagrange 
函数 í 

L(t, u, p) = 5 lel’ Vit,u), 

假设 

(1) V eC'(R”,R'), 

(2) V 对 上 是 了 周期 的 ， 

(3) V(t, u) < 0, 只 有 两 个 非 退化 的 极 大 点 0 与 &. 

Vit, 0) = V(t, £) =0, Vult, 0) oe Vult, £) = 0, 


其 中 Vault, 0) 与 Vault, E) 都 是 负 定 的 ， 
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(4) AV < 0, 使 得 
lm V(t, u) < Vo. 


求 连接 9 E 下 列 方程 组 的 解 : 


ü+ V(t,u) =0,t€ R}, gas 
u(—oo) = u(+oo) = 0, u(—oo) = 8, u(+oo) = £. i 
我 们 采用 变 分 方法 求解 . 取 空 间 
E 一 fu z Hi,.(R', R“) | J lù]? < co, 
R1 


有 模 
ll = f lafat + u0). 
R1 


QE 1 (zP sv u)) dt. 


T 在 五 上 可 以 不 了 到 有 限 值 , 但 因 我 们 只 关心 极 小 化 序列 {uj}, 所 以 只 涉及 I 
取 有 限 值 的 集合 . 现在 我 们 定义 


rT(0,€) = {u € E| u(—oo) = 8, u(+o0) = £}, 


其 中 u(to0) = lim + u(t). 3K 


in 了 
ss he: 


I 是 序列 弱 下 半 连 续 的 . 这 可 以 从 在 任意 有 限 区 间 上 应 用 Morrey 定理 , 再 取 
极限 得 到 . 

AA I> 0, 所 以 它 是 下 方 有 界 的 . 

1° 我 们 要 验证 了 的 强制 性 . 由 


> f lùl?dt < I(u) <C 
R1 
可 知 我 们 只 要 能 控制 |u(0)| 就 够 了 . 

4uel(6,é) 时 , 我 们 有 估计 


b b 1/2 
|u(b) — u(a)| < f lù(t)| dt < (b - a)? (/ aora) 
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只 要 
-V(t,u(t)) > M, (16.8) 
就 有 
b 
I(u) > J (Zer -v(t u)) dt 
> —— + Milb—al (16.9) 


> V2Mi|u(b) — u(a)| 
然而 由 假设 (3) 与 (4), RÆ e > 0, 就 存在 Mi > 0, 4 
u(t) ¢ B.(@) U B.(€) 


时 , (16.8) 成 立 . 
注意 到 VV 对 t 是 T- 周 期 的 , > 


(mu)(t) = u(t- iT), Viez, 


则 I(niu) = I(u). 
为 了 得 到 |u(0)| 的 控制 , 我 们 利用 的 不 变性 . Vu er, £), Ve >0,3io 
使 得 T = Tio 满足 
Tu(t) € B.(0), Wt<0, Tu(0) € OB.(6), 


H a = ru $ u, 就 有 lül =e. 我 们 证 明了 I 是 强制 的 . 以 后 , 对 于 TT(9,é) 中 
的 任意 u 都 用 去 BR, 有 Iu) = (Ñ). 

2° 再 验证 (0, E) 对 极 小 化 序列 是 弱 闭 的 . 即 要 证 明 : Æ {uj} C 16,6), 
u; — u, FFA I(u;) > infr, I, W u € TT(0,é). 

M u 是 极 小 化 序列 的 弱 极 限 以 及 了 的 弱 下 半 连 续 性 立即 可 得 

Hs rae) 2 

利用 (16.9), u € LY (R!, RY), 所 以 有 w- 极限 点 , 即 3t; > +, Ja € RY 
使 得 ulti) > a. 

1) 我 们 说 明 极限 点 只 有 一 个 . 用 反 证 法 . 倘若 有 ti 一 +00, E ulti) 一 2, 
那么 因为 I(u) < 00, 所 以 从 (16.9) 得 到 
一 0. 


lu(ts) — u(t)| < zi- V(t, u)| a 


vam | | 
2M, | ti 
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即 得 a = B. 
2) 证 明 a = 6 或 上 用 反 证 法 . 3t > 0, 使 得 当 t > t 时 ， 
u(t) € B.(0)U B.(é). 
于 是 Bs 
i@s= / V(t, u(t))dt > J Midt =06 
矛盾 . 


3) 证 明 a = E 如 其 不 然 , a = 0. 那么 Yô > 0,3ts > 0, 4t > ts 时 ， 
u(t) € Bs(0). 

因为 wj — u € É, WAY t < 0 时, wj(t) € B.(6), u;(0) € 0B.(0). 

W ô < es/4 以 及 二 > ts +1, 使 得 u(t.) € Bs(6). 

3jo, 47 > jo 时 , lw 一 wllLw(oty) < 6, 从 而 vj(ti) € B2s(0). 由 (16.9), 


T(w;) 之 f lis? = V(t, uj) dt + 3V 2M,. 
构造 序列 


0, t<t,—-—1l 
vi(t) 一 (t = ti 十 1)u;(t1), tE [ti = 1,t1], 
uj(t), t> ti, 


则 v; € TT(9,é&), 并 且 


1) = f° Beee- vow] aes [7 Euo- ve uo] a 


| sis? — V(t, u(t) dt < I(u;) — = VM, 


a By —V(t, wD) dt < 267 + a Ce 


再 取 5 > 0, 使 得 
267 + max (一 V(t,u)) < = V2M 


|u| <28 
如 此 得 到 
Tv) < I(uj) — V2, 


但 I(u;) 一 infrce,e) I, 这 与 {vj} CT (0,£) FA! 
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现在 我 们 证 明了 工 (0, 上 ) 对 极 小 化 序列 是 弱 闭 的 , 从 而 泛 函 工 在 其 上 存在 极 小 
点 , 记 作 必 . 再 由 正则 性 , u* € CRY). 

3° 最 后 验证 ù* (+00) = 0. 

EAM t >t, WY, u*(t) € B.(€), 从 而 存在 B61 > 0, Bo > 0 使 得 


—V (t, u*(t)) > Ailu” (t) — €|?, 
[Va (t, u* (t))| < 2lu* (t) — dl. 


由 假设 (3), 
bs fw) -eats - [view @yat < 100), 
以 及 
A 
推出 S lü"? dt < 00. 连同 ww € L?(R!), BA ú* (+00) = 0. 同 理 证 明 u*(—00) = 
0. 


定理 16.3 在 假设 (1) 一 (4) ZF, 方程 (16.7) 存在 异 宿 轨 . 


§16.4 fale 


在 直线 上 给 定 一 个 以 27 > 0 为 周期 的 连续 函数 a € C(R'). 假设 4 > 
2, Ja > 0 使 得 a(t) > a. 定义 位 势 函数 


a -3lzp tallat. (16.10) 
我 们 要 寻求 一 条 从 x = 0 出 发 的 满足 方程 
# + V,(t,x) =0 (16.11) 


的 同 宿 轨 : 2 € HR! R!). 
现在 采用 的 办 法 是 Vk € N, 求 方程 (16.11) 的 一 个 2kT- 周 期 解 zx， 再 让 
k > 00, 看 这 串 解 zk 的 极限 是 否 存 在 ? 是 否 还 满足 方程 (16.11)? 是 否 同 宿 轨 ? 
为 此 , Vk EN, 引入 空间 Xi = Hi. ([-kT, kT]), AB 


kT 
lal = f a [lz(t)/? + |x(t)|?] dt. 
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EZK 
I = Hija j t)|x(t)|4dt 
He) = al 人 able 
由 第 十 五 讲 例 15.5 可 见 , 到 具有 山路 引 理 的 几何 结构 : 
(0) =0, L(a) = žel + ollel), Iw e Xe\(0}, 使 得 T(t) > 一 oo 


Ik 还 满足 Palais-Smale 条 件 , 从 而 它 存在 一 个 临界 点 zk E€ Xk, B 
kT 
J [ikh + rey — palz,|“-?2,y|dt =0, Vy E Xz, (16.11) 
一 大 全 


以 及 

Ck 一 T(zk) > 0. 
注意 到 a 是 以 27 > 0 为 周期 的 , 而 celt) 是 以 2kT 为 周期 的 , 2. (t-27T)||-erery 
(j e Z) 都 是 方程 (16.10 ) 的 具有 相同 周期 、 相 同 临 界 值 的 解 . 从 中 我 们 可 以 选取 
这 样 一 个 zk 满足 : 


要 16.12 
se E TH) a 


分 如 下 几 步 来 证 明 . 
1° IM >0, c < M, VEEN. 
事实 上 取 yı € Xi, WE vi (tT) = 0, UR Llp) <0. $ 


= I 
M = max Í (ty) 


以 及 
z (t) = pı(t), tE [-T, T; 
: 0, te [-kT,kT]\[-T,T], 
则 有 
Zk E€ Xk, Ik (ze) = (pi) < 0. 
于 是 得 到 估计 


< I = I,(ty1) = M. 
人 


2° 3M, > 0 使 得 zk < Mı. 
在 (16.11) PR p = zp, 得 到 


kT 
l B+ ef - nade] at =0, 
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IFA 1 kT kT 
Ck = Ti (zk) = 7 | 6 十 x? )dt 一 = a(t)|a,(t)|*dt 
联 立 得 到 
(下 f ONECO dt = en 
TES 
kT 2 
nell? =2 (nev +f aint) < (24-5) o < mM. 


3° 我 们 要 证 明 存 在 解 x € HR!) 注意 到 对 于 任意 ze Hbo 有 不 等 式 


eI < tol + ler)lan 
从 而 
t+ t me 
eof, (eol+ f loar) as <2 f EOP + 200) a 
所 以 存在 与 上 无 关 的 常数 C, Me 使 得 
lelle=t-xreny < Clll? < Me. 
代 回 方程 (16.11) 就 得 到 与 k 无 关 的 常数 M 使 得 


Ie lloz,—-er,er) < M3- 


这 表明 在 任意 有 界 区 间 (一 R, R) E, zx 连同 它们 的 导数 一 致 收敛 到 一 个 连续 
可 微 函 数 y, 即 : 
Tk > Y, ay C[-R, R). 


于 是 对 于 任意 Ke RN， 


kT 
J [y? + yat < M,, 
kT 


因为 上 是 任意 的 , 所 以 
J [y? + y?]dt < Mı, (16.13) 


一 Do 


就 得 到 y € H1(R!), 并 且 它 在 全 直线 上 满足 方程 (16.11) 以 及 y(0) = 0. 
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4° 证 明 求 得 的 解 y 是 同 宿 轨 . 即 需 证 明 : y(t) 一 0, 4 t > too. 我 们 采用 y 
的 Fourier 变换 : 
O= f voeta 
y On ue . 


FH Plancherel 定理 
J arp = 人 区 + (16.14) 
与 Schwarz 不 等 式 得 到 


fi woas (f a+ ee@res) 7 (J a+ leae) a 
再 由 Reimann-Lebesgue 定理 即 得 
y(t) +0. (t+ +00). 
5° 最 后 我 们 来 解释 为 什么 这 个 解 y 是 非 平凡 的 . 主要 的 想法 是 要 证 明 存在 一 


个 常数 6 > 0, 使 得 
zlliwtikT,ng > ô. (16.15) 
为 此 定义 函数 
= 一 2 
OO) se Ther OR 


这 是 一 个 单调 不 减 的 连续 函数 , 满足 
>0, r>0, 


o(r) + œ, 7 一 œ. 


因为 zk 是 (16.11) 的 解 , 所 以 
kT 
lula = f aD leed 
—kT 
9 与 |zxjlx 的 关系 是 
kT 
lzelik < ndzslz=renm) f |x, (t)|?dt < po (zrllit kT,T) zr lle, 


于 是 得 到 
P(l2x||z-(-a7,47]) > 


| 


适当 取 6 即 得 (16.15). 
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因为 有 (16.12), 所 以 


t)| >ô 
amar, Healt] 2 8, 


便 有 


之 0. 
max |y(t)| > ô 


定理 16.4 Bu>2,a€ C(R') 是 一 个 27- 周 期 函数 (全 > 0), LRAa>0, 
使 得 a(t) >a, Vt € 有 R!, 则 方程 (16.11) 具有 非 平 凡 的 同 宿 轨 . 


第 十 七 讲 ” 测 地 线 与 极 小 曲面 


§17.1 Mahe 
iw (M,g) 是 一 个 Riemann 流 形 ， 
y: [01 — M, 740 


称 为 测 地 线 , 如 果 加 速度 向 量 场 


Da 
dt dt 
即 , 沿 曲线 y, 其 速度 癌 量 场 是 平行 的 . 从 而 沿 Y, 


= 0, 


d (dy dy dy\ dy\ _ ee 
rales 2) -= 2g (F(Z). dt 0 I = 9(4,4) = const. 


7 


图 17.1 
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在 局 部 坐标 下 : 7 = (ut, ur), 测 地 线 方程 为 
ut dw 
et DO a ee 
Hh TE 是 M 上 的 Christoffel 符号 ， 
Ogu _ Əgı 99: 
kl jl _ OJij 
Ds = 2 ae (s+ Out Au! 
ð ð _ 
en ae 1l<igk<en. 


` g” gik = Ons 
j=l 


。 弧 长 泛 函 与 能 量 泛 函 
对 于 (JM,g) 上 的 任意 一 条 Ct 曲线 y, 或 更 一 般 地 , y e WI ([0, 1], M), 


rm=/ FOC 
称 为 弧 长 泛 函 . 24 ye H*((0, 1], M) 时 , 称 

EQ) = an IZ rol dt 
H EZ A. 


FH Schwarz 不 等 式 得 
L(y)? < 2E(7), 


“=” 4 IZ 10) = = const. 


-e L 在 参数 微分 同 胚 意 义 下 是 不 变 的 


L(yos) = 三 [Fo dt 


Fem] Ena 


-f aol 


= L(y). 
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但 不 是 微分 同 胚 不 变 的 ! 
。 规范 弧 长 函数 


__ 1 fo 
= Toy J, faa 
1: [0,1] — [0,1] 是 微分 同 胚 , $ s =, 则 Yos: [0,1] > M 满足 
d(yo dl, \ 
[Maroj [zozo = 
若 曲 线 + a pa 即 yo s 为 其 参数 化 , W 


L(y)’ = 2E(Y). 


ds, te [0,1]. 


给 定 P, PEM, S 
T = {y € H'([0,1], M) | y(i) = P., i=0,1}. 
因此 我 们 有 
inf L(y) = inf V2E(). 


寻求 连接 两 定点 P 5 P 长 度 最 短 的 曲线 , 等 价 于 寻求 连接 P 与 P 能 量 最 
小 的 曲线 . 

因此 , 长 度 最 短 的 曲线 7 极 小 化 能 量 . 

FTE, y 满足 EW E-L 方程 


Žr, (t, u(t), ù(t)) = Lu (t, u(t), ù(t)), 
其 中 L(t, u DS 2 ODE :1 Gig (U) Pipy: 即 


n 


= |g (oO) -ES 2 ule) Howo a 


ð O9kj k.i 
=} 29:51? 425 ot wrt avant = 0, 
k=1 
4> ü + Leese pura? — gejat ùt) = 0, 
l= ae rae 1 
| ü +t SDD, (Jijik + Jri j — Jika )ù ù? = 0, 
“和 1 k=1 j=1 


4> 证 十 3 Tiwi? =0, i=1,--,n. 
k,j=1 
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这 正 是 测 地 线 方程 . 所 以 长 度 最 短 的 曲线 是 测 地 线 ! 

o 测 地 线 的 存在 性 

设 (M,g) 是 一 个 紧 Riemann MÉ, BE Po, PR < M. A: 是 否 存 在 连接 
Po, P, 的 测 地 线 ? 

按 Nash KAEH, 将 (M,g) FIERAS RY(N EEK). 对 于 泛 函 


E(u) = sf [i Zw dt, 
考虑 集合 
S = {u € H ([0, 1], RY)| u(0) = Po, u(1) = Py, u(t) € M, Vt € [0, 1]} 
= C.([0, T], M) n H3((0, 1],R), 
其 中 
C,({0, T], M) = {u € C([0,T], M) u(i) = P, i = 0,1} 
这 是 因为 嵌入 映射 : H! -> O 是 连续 的 . 
更 强 地 , 我 们 还 有 


lult) — uta) lew = | | aoa 


< {hohet 


TEDAN In) dt) 
t1 
< (2E(w)) lti — tal", 


这 表明 S 是 H ([0,T], RY) 中 的 弱 闭 集 . 
由 直接 方法 , E 有 极 小 点 , 它 也 必 是 工 的 极 小 点 . 
我 们 证 明了 如 下 定理 . 


定理 17.1 设 (JjM,g) 是 一 个 紧 Riemann HW, 又 设 Pi, P, € M, 则 存在 一 
条 连接 P 5 Pi 的 长 度 最 短 的 曲线 , 这 曲线 满足 测 地 线 方程 . 口 


注 17.1 我 们 不 去 直接 寻求 L(Y) 的 极 小 点 , BAA L(y) 对 [0,1 上 的 微分 
同 胚 不 变 , 而 这 微分 同 胚 群 很 大 , 没有 紧 性 . 

相反 , E(y) 不 是 微分 同 胚 不 变 的 , 有 紧 性 可 以 利用 . 在 Hilbert 的 原始 证 明 中 ， 
采用 “ 弧 长 为 曲线 参数 ” 也 是 为 了 避 开 这 个 微分 同 胚 群 , 本 质 上 和 对 能 量 求 极 小 值 
是 一 样 的 . 口 


1/2 
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817.2 ” 极 小 曲面 
几何 上 把 平均 曲率 为 零 的 曲面 定义 为 极 小 曲面 . 
对 于 区 域 O CR? 上 的 曲面 , 我 们 采用 参数 方程 : 
X: Q>R, (yOX=(X,...,X"). 
在 等 温 坐 标 下 , 极 小 曲面 的 参数 表示 X 满足 
(Si =0, l<i<n (调和 方程 )， 


x)? = (x)= xt xt 0 career. OP 


例 17.1 Benet 


x = chusinv, 
y = chucosv, 
z=u. 
其 名 称 之 由 来 是 与 如 下 问题 有 关 的 . 
o 极 小 曲面 的 Plateau 问题 . 
E R 中 给 定 一 条 Jordan HAT (WE 17.2). 求 一 (AR) Hi xX: D> R" 
KET 上 使 其 面积 最 小 . 记 
D = {w = (x,y) € R?| |w] < 1}, 
X= (X?(w), 到 ,X"(w)) i 


T X=(X!, X2 ,--, X") 
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注意 到 两 个 向 量 决定 的 面积 平方 为 
[Xs A Xl = [X PX- (Xs Xy)?, 
所 以 曲面 X 的 面积 是 
A= 上 IX, A Xyldx A dy. 


o HERH. S È = Xp 我 们 假设 X : OD 一 工 是 一 个 定向 参数 化 , 即 保 
FFE [a] A) FF] AB. 

记 

C(I) = {X € H!(D,R")|X = Xup € C(OD,T) 是 弱 单调 的 参数 化 }. 

在 从 变 分 角度 来 研究 极 小 曲面 之 前 , 我 们 首先 要 对 工 添加 条 件 , 以 使 


A(X) < œ, 


inf 
XEC(T) 


才能 保证 C(T) 4 Ø. 
例如 设 T 是 可 求 长 的 , 然后 再 证 明 存 在 Xo € C(T), 使 得 


4(Xo) = on A(X). 


0 4 是 微分 同 胚 不 变 的 . 
令 z= (u,v), 以 及 z= z(w), 则 


dz (0;u Oyu 
dw \d,v Oyv) 


Xr A X, dz Ady = Xu AX, dud dv. 


微分 同 胚 群 Di 进 人 (万 , D) AK, 当然 无 紧 性 可 言 ! 因此 用 直接 方法 对 面积 泛 函 4 求 
极 小 有 困难 . 仿照 测 地 线 问题 , 我 们 转向 Dirichlet 积分 


因此 ， 


D(X) = > Í |VX|?dz A dy, 


其 中 VX = (Xi, Xi), 1<i<n. 
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o 保 形 变换 . 一 个 微分 同 胚 
g: PR OR, wez 

称 为 是 保 形 的 , 如 果 它 满足 如 下 弱 保 形 条 件 : 
|2 


|9z|? |9y = gr ° Gy = 0. 


直接 计算 可 知 : Dirichlet Ror BRAT EAE, 但 却 是 保 形 不 变 的 ! 


f [Vu X|?dz A dy = J \V,X|?du A dv. 
D D 


注意 到 下 列 的 简单 关系 : 


1 
aA Bl < 5(laP+|6P), “= <> lal? — [BP = 0-8 =0; 
A(X) < D(X), “=” 4> X 是 弱 保 形 的 . 
我 们 可 以 得 到 如 下 重要 的 结论 


定理 17.2 (Morrey-Lichtenstein) 34 T € C? 是 一 条 Jordan 曲线 , 则 

C(T) 关 2, 并 且 
inf A(X)= xai D(X). 
XEC(T) CUD 

为 了 直接 进入 存在 性 的 证 明 , 我 们 把 这 个 结论 的 证 明 留 到 本 讲 的 最 后 . 

把 极 小 化 面积 泛 函 转化 到 极 小 化 Dirichlet 积分 的 好 处 是 : 保 形 变换 群 比 微 分 
RIMES. 

保 形 变换 群 . 一 切 保 形 变换 构成 一 个 群 , 它 由 三 个 实 参 数 生成 : 


G={ ow) =e te 


la| < 1, per). 


注意 到 当 a = a; 一 1 时 , g;(w) 集中 到 单位 圆周 上 的 一 点 . 这 表明 YX € 
C(T), 轨道 集 {X og|g € G} Æ H!(D, R”) E 常 值 函 数 . 后 
者 不 可 能 是 T 的 弱 单调 参数 化 , 所 以 CT) 就 不 可 能 在 五 ! 中 成 为 弱 闭 集 . 即使 我 
们 把 泛 函 换 到 了 Dirichlet 积分 , 仍然 没 能 绕 开 CT) 的 弱 闭 性 问题 . 

我 们 采用 的 办 法 是 进一步 消除 保 形 群 G 不 变 的 影响 : 在 C(T) 上 添加 限制 , 以 
“H E G. 

在 上 任意 取 定 定向 的 三 点 Py, Pi, Po, > 


2kr 


C*(T) = {X € OT) |x (e) = P0 < k< ae 
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我 们 把 X (ei) = Pe O < k < 2 称 为 三 点 条 件 . 由 于 


inf A(X) = inf D(X) = inf D(X), 


XEC(T) ~ xeC*(r) 
我 们 便 转 求 
min{ D(X), X € C*(T)}. 


如 果 X 是 极 小 化 函数 , 那么 它 应 满足 : 
(1) 


d 
qe D(X + EY) = = 0, 
2) 
d d1 2 
© D(X 0g71,9-(D -=5/ V(X 0 g73(z))|" du A dole= = 0, 
TDX og gD)| = 5 f TX og (NP du A doles 


其 中 ge: D 一 ge(D) GHA. 
理由 如 下 . BA CT) 不 是 微分 流 形 ,但 VX € C*(T), Vp € C (D, R”), X + 
p EC*(T), 所 以 (1) R. 由 此 推出 E-L 方程 


AX=0 ¥D, 
这 是 (17.1) 的 第 一 个 方程 . 口 
至 于 (2), 我 们 用 反 证 法 . 如 果 D(X og>1,9-(D))leno £0, 那么 , 必 存 在 一 
个 微分 同 胚 ge € C1( 万 ,了 R2) , 使 得 X = X 0G. 满足 
D(X., 9.(D)) < D(X). 


但 5.(D) 是 单 连通 的 , h Riemann 定理 , 存在 保 形 映 射 . h.: D 一 9.(D). > 
X = X. 0 h., WX. € C(T). 再 由 Dirichlet 积分 的 保 形 不 变性 ， 


D(X.) = D(X., 5.(D)) < D(X). 
这 是 一 个 矛盾 ! 
由 (2), 再 利用 第 8 讲 例 8.4 的 类 似 推 理 , 得 出 在 D E, 


|X|? z |X, |, 
Xz. Xy = 0, 
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这 是 (17.1) 的 第 二 个 方程 . 
事实 上 , 设 Hle = T, 7 = (71,77). 应 用 第 8 讲 的 Noether 公式 于 L(p) = 
3 (Èi (Pi)? + (p2)”), 我 们 有 


f div(Lr + Lp: - pi)dzrdy = 0, 
D 
其 中 pt = -(Xir! + Xir’). 
如 今 
Lr 有 Lpi -pi 
= 5 (Xz ? + XPT?) — Dair + XTX Xa) 


i=1 


= (3P = P = Xa Xyr?, -Xa Xr + UXA - XP?) 
所 以 
ES ET E S(x 2- |X P(T? — 7!) - Xs X(T} + 72). 
我 们 证 明了 
EDX og ,9e(D))|e=0 
TN [V(X o g7 1)| du ^ du 
_ [i (Kel? PC — 72) + 2X» Xdy 
因为 入 = Tir p= rh + r2 可 以 是 任意 的 , 所 以 
\X,|? —|X,2=X,-X,=0 ae. F D. o 
我 们 证 明了 : EEZ ARME RRE h TERS SC. 


。 当 把 R” 换 成 一 般 的 Riemann 流 形 (N",h) 时 , 工 SRA N 中 的 一 条 
Jordan 曲线 . 相应 的 方程 变 为 


trace(VdX) = 0, 
h(Xz,X2) — h(Xy,X,) = h(Xa, Xy) = 0. 


ETERA N > RY, 还 可 以 把 这 方程 变 为 


AX = A(X)(VX, VX), 
|X- — |Xy|? = X2: X, = 0, 


. 260 - 第 十 七 讲 ” 测 地 线 与 极 小 曲面 


其 中 A(X)(.,-) 是 曲面 X 的 第 二 基本 形式 . 

极 小 曲面 Plateau 问题 解 的 存在 性 的 证 明 是 Douglas (1931), Rado (1933), 
Courant (1945), M. Struwe (1988) 等 给 出 的 . 相应 的 正则 性 则 是 由 S. Hilbrandt 
(1969, 1971) 证 明 的 : 4 T e C22, WX e C2°(0,RN),0<a<l1. 

存在 性 的 证 明 . 特别 值得 注意 的 是 , 为 了 极 小 化 D(X), 我 们 并 不 需要 考虑 整 
个 函数 X, 而 只 需要 考虑 它 的 边 值 X. 这 是 因为 从 E-L 方程 知道 , 调和 函数 实现 
Dirichlet 积分 D(X) 的 极 小 值 , 而 调和 函数 又 完全 由 它 的 边 值 决定 . 事实 上 , WR 
我 们 把 X 用 Fourier 级 数 展开 : 


R (e) = ao + > (ax cos kô + by sin k8), (17.2) 
k=1 
其 中 
Qo = 1 S Rea ea 广 X (e?) cos k0d0 
0 一 on ‘ ’ k7 t Jo 》 
1 27 Rade = 
br = =j X(e”)sinkðdð, k=1,2,---, 
T Jo 
D k(larl? + [bxl?) < oo 
k=1 
那么 


X (rez) = ao + Sa cos kô + by sin k@)r*. (17.3) 
k=1 
由 此 可 见 , 我 们 只 需 把 
D(X) =r ,kllaxl + be) 
k=1 
看 成 集合 CT) CX ={X = Xlo | D(X) < œ} 上 的 泛 函 , 并 在 空间 X LE 
义 范 数 
i a 1/2 
|X 区 +Y klar + eP) 
k=1 
使 它 成 为 一 个 Hilbert 空间 . D 显然 是 弱 序列 下 半 连 续 的 . 注意 到 X 的 值 域 落 在 
r E, 这 表明 |ao| 是 有 界 的 , 从 而 D(X) 是 强制 的 . 


为 了 使 用 直接 方法 ,“ 紧 性 ”还 是 最 需要 关注 的 . 
如 今 工 是 给 定 的 , X RET 的 一 个 参数 化 . 
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对 于 一 族 极 小 化 函数 序列 来 说 , 它们 的 连续 模 量 其 实 都 是 工 经 过 同 胚 变 换 后 
的 连续 模 量 ,为 了 得 到 极 小 化 函数 序列 的 等 度 连 续 性 , 关键 之 处 在 于 证 明 : 对 于 
能 量 有 界 的 这 样 一 族 参数 化 , 不 能 把 区 间 集 中 到 一 个 点 去 . 下 列 引 理 起 着 重要 的 
作用 . 


引 理 17.1 (Courant-Lebesgue) t X € Hi(D,R"), 则 Yw € D,V6 € 
(0,1), 3p € [5, V6], 使 得 

X|? ds < 4 一 一 和 D) 

Jp Xas < aa] 


其 中 0。 是 切 向 导数 , nO, 是 圆心 在 单位 圆周 上 以 p AFAA (A 17.3). 


总 
X 


图 17.3 


证 明 由 Fubini 定理 , 对 几乎 所 有 的 p € (0,1), |0,.X| € P(C), MA 


2D(X) > J [VX|?dz 


Bs(w)\Bs(w) 


VS 
> f f |3, X|?dsdp 
ô Cp 


vb d 
> ess inf ef ðX ds | = 
5 


6<p<V6 


广 * dp = = 5lindl, 
6 P 


我 们 利用 它 来 推出 如 下 引 理 . 


. 262 - 第 十 七 讲 ” 测 地 线 与 极 小 曲面 
引 理 17.2 VM > 0, 集合 
Cy {x : OD >T|Å = Xap, X € C*(L), D(X) < M} 
是 等 度 连续 的 . 
证 明 因为 下 是 Jordan 曲线 , 所 以 Ve > 0, 3d > 0,VP £ P’, 


IP-P'|<d|>|T\{P,P} 中 , 至少 有 一 个 分 量 diam < e. 


1° Ve > 0, He < min |P;— Py]. 取 d >0 如 上 , 取 6>0 使 8rM/|In6| < a. 
i#j 
VX € Cy,Vw € OD, W C, = ODN OB,(w), 由 Courant-Lebesgue 引 理 ， 


|X (wi) — X(we)|? < [diamxX(C,)]” 


2 
< ( f xj 
C 


< L(C,) l 1a, X|?ds 


< STM 
S Tm [In 6|’ 


因此 , {w1, w2} = ODN OB, (w) => E TX (w), X(w2)} F, 有 一 个 分 量 ， 
其 diam < e. 


2° 取 ô > 0, 使 得 Vz € OD, ENDAPAN k, 满足 


|z- e% atil > V6. 


P 


Vwi, we € Cp. 


设 OD\ {wi, w2} = Ci U Co, Ci N Ca = {w,, w2}, 则 C1, Co 中 至 少 有 一 个 ， 
例如 说 Cu EZRA {etk = 1,2,3) 中 的 一 个 . FB, 


diam (C1) < €. 
Yz, z’ € OD, ¥ |z — z'| < 6, TAR w € OD, p > 0, Œ z,z' € Ci. 从 而 
|X(z) — X(z')| < diam (C1) < € => Cy 是 等 度 连续 的 . 口 
定理 17.3 HT EC? 是 一 条 Jordan 曲线 , 则 3Xo € C*(L), 使 得 


D(X) = , inf, D(X). 
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证 明 我 们 在 C*(T) ERZA D(X), 
Xo X 4 D(X), 

其 中 X 与 X 的 关系 由 (17.2) 5 (17.3) RE. 我 们 已 经 知道 它 是 弱 序 列 下 半 连 续 
的 、 强 制 的 , 剩 下 只 要 证 明 CT) 是 弱 闭 的 就 够 了 . 设 {X,} 弱 收敛 到 Xo, MEA 
FL. 由 引 理 17.2, 这 序列 等 度 连续 . 又 因为 X 的 值 域 在 E, 所 以 函数 {X,} 是 一 
致 有 界 的 , 从 而 有 子 列 (X,-} 一 致 收敛 到 一 个 连续 函数 , 这 表明 函数 Xo : OD >T 
是 连续 的 , 而 且 还 是 弱 单 调 的 . 此 外 满足 三 点 条 件 , 即 Xo € C*(T). 

因此 极 小 曲面 Plateau 问题 的 解 在 CT) 上 存在 . 由 Weyl 定理 , RAE D 内 
是 C” 的 . 至 于 在 D 上 的 正则 性 则 已 超出 本 讲义 范围 . 口 


现在 我 们 回 过 来 证 明定 理 17.2, 即 A(X) 与 D(X) 有 共同 的 下 确 界 . 我 们 已 
经 知道 A(X) < D(x), 而 且 “=” 今 和 是 弱 保 形 的 . 

引 理 17.3 HT eC? 是 一 条 Jordan 曲线 , mA X € CU(T)JmC2( 万 , Rn), 则 
Ve > 0, 3g € H! NC(D,R?), g: D > D 是 满 射 , 并且 g: 0D OD 单调 , 使 得 
Xe o g 是 弱 保 形 的 , 其 中 X.(x,y) = (X (x,y), ex, ey) € C?(D, R"+?). 

证 明 令 

S = {g€C'(D,R’) | g :万 一 万 是 微分 同 胚 , g(e 于 =e ,1<k< 3}, 
SH SEHD, R?) 中 的 弱 闭 包 . 再 令 
1 
BE(g) = D(X. 09) =3 f \(VX.) 0g vo dray: 
由 于 
E(g) > eD(g), 


PRU E Æ S 上 弱 序 列 下 半 连 续 、 强 制 的 泛 函 . 按 定理 17.3 的 证 明 , EES 上 有 
极 小 点 go. 即 
D(X. © go) = E(go) < D(X: 09), Yg ES. 


再 利用 (2) 导出 Xe 0 go 是 弱 保 形 的 口 


由 此 已 经 可 得 
A(X. S go) = D(X. 2 go). 
我 们 只 知道 对 任意 微分 同 胚 g, A(X.) = A(X. o g), 但 go e S 未 必 是 微分 同 
K. 以 下 要 把 面积 的 微分 同 胚 不 变性 推广 到 S 上去. 如 其 成 立 , 定理 17.2 的 证 明 
也 就 完成 了 . 为 此 , 先 研 究 一 下 S. 
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引 理 17.4 9 c COC(D,D)NnC(8D,68D). Vg e S, g: D 一 DD ZAK, FE 
在 OD 上 是 弱 单 调 的 , 还 满足 三 点 条 件 . 


证 明 
1. 对 于 边界 点 , 利用 Courant-Lebesgue 引 理 , 或 对 于 工 = OD, 直接 利用 引 理 
17.2, 即 得 Ve > 0, 3p > 0, 使 得 


sup |g(w) — g(w')| < e, 
w,w'EC, 


其 中 C, = OB, (wo) ND. 


2. 至 于 内 点 , 因为 g E S Bi, 映 Bp(wo) 1D 于 由 9(Co) 包围 的 小 
(拓扑 ) 圆 域内 ， 


sup ow) 9) S sunt ew. lol) ate} 


jw—w' |< woED w,w'€B,(wo)ND 
和 sup { sup |g(w) — g(w')|} < e. 
woED w,w'ECp 

这 就 说 明 S 的 HY 有 界 子 集 是 等 度 连续 的 . 

3. Vg € 5,3{9;}? C S, 9 一 9 (H!(D)). 前 面 已 证 g; Æ D 上 是 等 度 连 续 
的 . 按 Arzela-Ascoli 定理 , g; > g 一 致 收敛 于 D, 从 而 g € C(D, D) 是 满 射 ， 2 
E. g € C*(ƏD). 

在 对 X 增加 可 微 性 的 情况 下 , 我 们 可 以 把 这 种 不 变性 推广 . 

引 理 17.5 4T c C? 是 一 条 Jordan 曲线 , mE Vg € SVX E C*(T)N 
C?(D,R"), RNA X og ECO*(T), 以 及 A(X og) = A(X). 

证 明 X eT) 以 及 引 理 17.4, g € C*(OD), B44 X og € C*(L). 

我 们 早已 知道 面积 泛 函 在 微分 同 胚 下 是 不 变 的 , 现在 要 做 的 是 通过 弱 极限 将 
其 过 渡 到 S 上 去 . 我 们 分 两 步 走 . 

1. 先 固 定 w = (h(z)) € S, Vg € S, 考察 积分 


A [Xu x Xylw=(n(z)) det(Vg(z))dz. 


注意 到 


det(Vg) = 0,(g10,92) — Oy(910292), 
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利用 分 部 积分 , 可 见 


2 | |X, x Xylw=(h(z)) det(Vg)drdy 
D 
=- / [Grn(910y92 — 928491) — Hn(919292 — 920291) |dady 
D 
+f |X, x Xylw=(h(ei2)) Y (8) d8, 
aD 
其 中 
W (0) = 910992 — 920091, 
Gh = |X, x XylyOrhy + |Xy x Xy|yOrhea, 
H, = |Xu x XyluOyhi + |Xu x Xv|vOyhe. 
因为 Gr, Hn E L?(D), 所 以 等 式 右 端面 积分 可 以 连续 扩张 到 9 e 5. 
在 等 式 右边 的 线 积 分 中 , 我 们 注意 到 
gi +9 =l, 


因此 


gole”) 
(0) = arctan gley 


X g € 5 时 , g c C(D, D), ME. 9D > 9D 是 单调 的 , 即 y 是 单调 的 , 所 以 
y (0) 几乎 处 处 存在 . 此 外 ， 


f WO = 2r 
aD 


可 见 y e WD). 这 表明 等 式 右边 的 线 积分 也 可 以 连续 扩张 到 g e S. WA 
{g} CS, gE S, 使 得 9? — g, 则 
2 f [Xu x Xylwa(o(z)) det(Vg)dady 
D 
= lim | - fi [Go (910,93 — 938y91) — H, (910292 — 920291) |dady 
+ |X, x Xolw(o(ee) (0)d0| 
aD 


= lim 2 | |X, x Xy|w=(9(z)) det(Vg’ )dxdy, 
7 一 OO D 


其 中 W (9) = 930093 = gigi. 
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2. 我 们 再 证 明 : 若 {g;} C S, g; > g (H! n C(D, D)), 则 


J xu X Xylw=(9;(z)) — Xu X Xvlw=(9(2)) |det(Vg;)dzdy 一 0. 


一 方面 , 这 是 因为 引 理 17.4 蕴含 了 g > g 一 致 收敛 于 D, 所 以 


Xu x Xyfw=(a;(2)) — [Xu X Xvlw=(g(z))| => 0. 

另 一 方面 ， 
flaet(vo)lardy < f [Voildrdy < m, 
D D 
即 得 结论 
3. 现在 直接 由 
A(X0g)= A(X), Yges 
推出 


A(X og)= A(X), vgeS. 口 


定理 17.2 的 证 明 对 于 有 可 微 性 假设 的 Jordan 曲线 T, 用 它 作为 边 值 求解 
调和 方程 , 就 得 到 CT)  @. 

从 前 面 的 分 析 , 我 们 只 要 证 明 inf D(X) < inf A(X) MBS. 联合 引 理 17.3 与 
17.5, 对 于 X € C*(L) NC?(D, R”), 3g € S, 使 得 


A(X.) = A(X, 9 g) = D(X. 9 g). 


我 们 知道 
D(X 0g) < D(X. 0g), 
以 及 
lim A(X.) = A(X), 
于 是 
inf D(X)< inf — A(X). 
xec(r) X€C(L)NC?(D,R") 


又 因为 假定 了 Te C?, 所 以 C?(D,R")NC(L) 在 CT) 中 是 稠密 的 , 定理 证 完 . 
口 
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§18.1 Ritz 方法 


变 分 问题 的 直接 解法 由 两 部 分 组 成 : 
(1) 构造 一 串 极 小 化 序列 ， 
(2) 对 极 小 化 序列 取 极 限 获得 问题 的 解 . 


L. Rayleigh 和 W. Ritz 提出 了 一 种 数值 求解 极 小 化 序列 的 方法 , BA 
Rayleigh-Ritz J. w Mo EKR 0n 上 函数 空间 X 的 一 个 线性 子 空间 , I 
是 Q 上 的 积分 泛 函 人 L(x, u(x), Yu(7x)) dr, 其 定义 域 M = po + Mo, po Æ Q 
上 的 一 个 函数 (由 非 齐 次 边 值 确定 ). 

Rayleigh-Ritz 方法 的 思想 是 选取 My 的 一 组 完备 基 {e1,€2,---}, > 


M, = Yo + span{e1, €2, mike sen} C M. 


我 们 在 M, ERZA 了 的 极 小 点 pn € Mn. AA M, 上 任意 函数 可 以 写成 
u= po 十 》 ĉie, E= GHEE Ca) E R” (18.1) 
i=l 


的 形式 , 所 以 Im, 实际 上 是 n 个 实 变量 E 的 函数 : 


I(u) =I C 十 6] . (18.2) 


. 268 - 第 十 八 讲 ” 变 分 问题 的 数值 方法 


我 们 可 以 直接 对 Im, KRME (优化 技术 ), 或 者 通过 求解 n 个 齐 次 方程 组 : 


ð 
dE; rw 十 Yee) = =0, J= (18.3) 


来 得 到 pn. 
与 这 种 想法 密切 关联 的 是 Ritz-Galerkin 方法 , 这 个 方法 并 不 针对 泛 函 I, 而 
是 针对 它 的 E-L 方程 : 


51(u,¢) = I (Ly(r)o(e) + Lp(r)Vo(2)) de =0, Yp € Mo, 


H r = (x,u(x), Vu(z)). 在 Ma 上 还 是 把 wv 表示 成 (18.1) 的 形式 , 逐次 选取 
g = Cs 一 1, vr yn, 我 们 就 能 得 到 


[ Ea) + Lp(t(x))Ve;(x))da=0, j=1,---,n, (18.4) 


其 中 
T(x) = ( , polz) a5 Tew, 1 Youle) + DEV) 
这 时 , (18.4) 还 是 一 个 n 个 变量 < (&1,… En) Hn 个 方程 的 方程 组 
例 18.1 i f € LQ), 定义 泛 函 
I(u) =f lvu — fou dz, wv € H,(). (18.5) 


W Va X HECO) 的 n 维 线性 子 空间 . 按 Rayleigh-Ritz 方法 , 化 归 为 求 函数 
Jn(é1, aoe Sn) = f p |é: Ve; (x)|? — f(z) ceo dx 
1 n 
= 5 > Qij6a67 一 5 biéi 


i,j=1 i=1 


的 极 小 值 ， 其 中 Qij = | Ve; (rz) Ve;(z) dx, i,j = r, vee yn, b; = f f(z)e;(z) dx 
j oe 1, vr yn j à 
或 者 等 价 地 求解 下 列 线性 方程 组 : 


X ais; 一 bi, 1 一 1, 2, see nT. (18.6) 
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再 来 看 相应 的 E-L 方程 
[Wu Ve- f- plac =0, Vy € Hy(Q). 
Q 


按 Ritz-Galerkin 方法 , 我 们 要 求解 方程 组 


Dg f Vela)Vela)ds- | fs) ds =0, 71 


即 
O_oawéi—b; = 0, J = l,- Nn. (18.7) 

i=l 
注意 到 ai; = aji, Vi, j, 方程 组 (18.6) 与 (18.7) 是 一 样 的 . 口 


注 18.1 Ritz-Galerkin 方法 不 仅 能 应 用 于 泛 函 的 E-L 方程 , 而 且 还 能 应 用 到 
一 切 通过 积分 形式 定义 弱 解 的 微分 方程 . 例如 , 设 aj, bj, c 都 是 连续 函数 , 人 们 把 
满足 方程 

YF (aula) gua) +52) aaj+etzjum=fa)，zeg 

ijel Ox; g Ox; j= 4 Ox; , f 


ulen = 0 (18.5’) 
的 弱 解 定义 为 Vp € 满足 : 


LEE no FeSO + (Losey Ge Hee- Joe] de = 


ij=1 j=1 


HJ u € Hi(Q). 

我 们 照样 可 以 用 u = Dp- ékex(7X), p(x) = elx), l = 1,2,… ,n, 代入 得 到 
n 个 变 元 的 n 线性 方程 组 . 口 
§18.2 ARE 


那么 怎样 构造 有 限 维 逼近 子 空间 呢 ? 我 们 提出 一 个 原则 , 按照 这 个 原则 构造 出 
一 列 有 限 维 子 空间 , 使 得 它们 可 以 任意 逼近 给 定 的 空间 . 以 变 分 问题 中 经 常 遇 到 的 
空间 Hj(Q) (Dirichlet 零 边 值 问题 ) 和 空间 H (N) (Neumann FAW) 为 例 , 我 们 
按 下 列 方式 构造 0 上 的 函数 空间 作为 上 述 空间 的 有 限 维 子 空间 . 
为 简单 计 , BEKR O 是 一 个 有 界 的 多 面体 , 换 句 话说 , ON 是 由 逐 片 超 平面 
构成 的 . 我 们 选取 逐 片 线性 函数 组 成 的 空间 来 通 近 Hi) (或 H*(Q)). 
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我 们 先 引进 几 个 术语 . 称 K CR" 是 一 个 n- 单 形 , 记 作 KK={P, Pi,… , Pat, 
如 果 它 是 这 n+1 个 点 po,… ,pn HADE, 其 中 已 < R",i = 0, 1,… ,n, 使 得 


是 线性 无 关 的 向 量 . 
因此 0- 单 形 是 点 , 1- 单 形 是 线段 , 2- 单 形 是 三 角形 , 如 此 等 等 . 
PRJ = {Ki,… ,Kmn} 是 Q 的 一 个 三 角 训 分, 如果 
(1) K:N Kj = 6% 或 一 个 pp 单 形 0<spgsn-1l, 
(2) Q = Unies Kj. 
记 hy = max{diam(K;) | 1 < i < m}, 称 之 为 J WRT. 
对 空间 五 1(Q), {Ki}? 的 顶点 都 称 为 结 点 (node), WE N={N,|1<j< 
M}. 
对 空间 HEO), 则 舍 去 在 边界 OO 上 的 顶点 , RRE 9 内 的 顶点 , 记 作 
{N; |1 < 7 < Mo}. 
我 们 将 所 有 结 点 对 应 着 有 限 维 允 近 子 空间 Vp, 的 对 偶 基 . 
选取 WV 中 的 元 素 为 逐 片 仿 射 函数 , 其 基 函 数 为 {e}, 它们 由 结 点 集 决定 ， 


ex(N;) = 445, Ce , M. 


事实 上 , 对 于 任意 单 形 K € J, ERK e 在 K 的 值 完 全 由 它 在 K 的 各 个 顶点 上 
的 值 决定 ( 当 顶 点 在 8N 上 时 , 对 齐 次 Dirichlet 边 值 取 零 值 , 对 非 齐 次 边 值 则 取 给 
定 的 值 ). 
特别 地 , 取 K = (Pe, Pn), Pi = (pl,… pp) i = 0,1,.… n, 并 引入 
n+1 个 函数 
CCAR 2 J=, 2n, 
人 =I, 


其 中 x = (xt, , 2"), A 


ie (18.8) 


1= Yel). 


由 此 可 见 , Vi, ei 的 支 集 是 Une {K | N: € K}, 即 那些 以 Ni 为 其 顶点 的 单 
形 之 并 集 . 
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V, 中 任意 图 数 ve V, 有 表示 
M 


v(x) = >》 o(Nj)e;(z). 


j=l 


我 们 称 (Q, Va, N) 为 一 个 有 限 元 (图 18.1). 


图 18.1 


任意 给 定 一 个 C(O) 函数 u, 怎样 构造 Vi PCRS ii? 最 自然 的 也 是 
最 简单 的 办 法 是 插值 . 

记 Tu Wu Æ V, 中 的 对 应 元 素 . VK € J, id eu = Mulk. AAV, 中 的 函 
数 都 是 逐 片 仿 射 的 , 所 以 Thu H u ZK 的 顶点 上 的 值 完全 确定 . + 


Hru(z) = >) u(P;)e;(2), 
j=0 
其 中 K = {P , Ph}. 
由 此 可 见 , O: C(O) + HO) 是 一 个 有 界线 性 算 子 , 并 且 
Hulla < Cllulle@; 
其 中 C = nsupi<j<m lella: 


引 理 18.1 Hue C(O), 8 
n?(n +1) h? 


[Vu — V (Iu) |li, < = —||V7ulloo, (18.9) 
PJ 
n2(n+1 
llu — Tullo < TEDI 5 ) p2 Vull, (18.10) 


其 中 |. 是 WhO R, ||- llo BLO R, 


hy =suphx, hx = diam(K), 
KEJ 
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以 及 
py = inf PK, pk = sup{2R | Br(x) C K, zE K}. 


Viku) 之 差 就 够 了 . 对 V(IIkwu)(zx) 作 Taylor RF: 


n 


V(IKuw)(z) = $ u(P;)Ve;(2) 


全 (18.11) 
= 5 Ee + Vu(z)(P; — x) + z V u(é2)(D, =r) Ve;(z), 

j=0 

Hh £, c K. 对 (18.8) EAR, 我 们 得 到 
天 = 2 
?一 0 z 
n ðe; j,k = 1,2, yn, 
iia i=0 OX 
代入 (18.11) 得 到 
V(Uxu)(x) = Vu(z)+ > Ri(z)Vei(z)， 
j=0 
其 中 
Tes ; 
Rj(x) = 5V uls) (P; — æ)“. 
ao ð 1 1 
|P; 一 zl < diamK < hy, a Po 
k K J 
就 得 到 (18.9), 
2 2 
[vu Vu) < TEED P ul. 
PJ 

同 理 可 证 (18.10). g 


定理 18.1 Hue C(Q)NA?(Q), 又 设 对 单 形 剖 分 J, AE B> 0, 使 得 


EK SB WK © J, (18.12) 
hg 


则 
llu — Hull: < Ch? lul a2, 


§18.2 RT PrE 


以 及 
|r = Iu| a: < Cghj\ulxz, 


1/2 
eee [Aero -wai 
la|=r 


WEAR 按 引 理 18.1 对 于 任意 一 个 单 形 K < J, 我 们 有 


其 中 半 模 


u — Hullzzoe < Chi lulmadz)， 


以 及 


hz 
ju = Tul aK) < C |u| n2(K). 
PK 
从 而 


lu — Hullie) = Do llu- Uxullzecy 
KEJ 


< 5 C’hklulizg) 
KEJ 
< C7A5|ul ze, 


以 及 
lu — Hulio) = > lu — a 
KEJ 


<> g p% & lunae 


KEJ 


1 
< r lungo: D 


注 18.2 条 件 (18.12) 的 几何 意义 是 : ERA, 每 个 单 形 K 的 角度 不 
能 任意 小 . 口 


+ 18.3 无 论 在 理论 研究 , 还 是 在 实际 计算 上 , 采用 插值 方法 构造 逼近 函数 好 
处 较 多 . 原因 在 于 用 插值 法 对 于 解 函数 只 要 求 是 连续 的 , 即 ve C(O), 而 得 到 的 却 
是 H! 意义 下 的 逼近 . 对 于 正则 变 分 问题 , 或 是 对 于 解 有 正则 性 的 微分 方程 , 解 总 
是 连续 的 . 特别 地 , 对 于 二 阶 线性 椭圆 型 方程 , ve HQ). 4n< 3 时 , WRAAE 
理 得 H2(2) > C(A). 加 
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§18.3 Cea 定理 


我 们 从 一 个 抽象 定理 出 发 . 设 H 是 一 个 Hilbert 空间 , AAA (-,-) (对 应 的 模 
是 |- ||). RAV Æ H 的 一 个 闭 线 性 子 空间 . 给 定 FP eV". 
假设 
(1) a(u,v) 是 卫 上 的 一 个 有 界 、 双 线性 形式 , 即 
ja(u, o)| < Chulla llela, 
(QU, + &zuz, v) = aa(U1, v) + aza(uz, v), 
a(u, Bivi + Bove) = Bia(u, v1) + Boa(u, v2). 
(2) a Æ V 上 是 强制 的 , 即 3a > 0, 


a(v,v) > alol, Wev. 


(3) Vn Æ V 的 一 个 有 限 维 闭 子 空间 . 
按 Lax-Milgram 定理 , 在 假设 (1)、(2) 之 下 , 存在 唯一 的 ve V, 使 得 
a(u,v) = F(v), Wwev. 
又 按 Ritz-Galerkin 方法 得 到 通 近 解 , 存在 唯一 的 ws E Vh, 适合 
alun, v) = F(v), Vue Vp. 
问 un 在 什么 意义 下 逼近 u? 
定理 18.2 (Cea) 在 假设 (1)-(3) F, 若 uEV 是 
a(u,v)=F(v), vveV 
的 唯一 解 , RH ur EV, 是 近似 方程 
alun, v) =F(v), Ve 从 


的 解 , 则 


C 
u — ur|| < — min lw — wll. 
Q veV, 
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证 明 由 于 
a(u,v)=Fi(v), We’, 
alun, v) = F(v), Wey, 
所 以 
a(u—up,v)=0, Vue Vp. 
特别 地 ， 


alju — ual|? < a(u — up, u — un) 
= a(u — Up, u— v) + a(u — Up, V — Up) 
< Cllu — uall llu — vll, 


其 中 VE Vr. 
这 就 是 4 
lu — ual] < Zlu- ol, Yv E€ Vh, 
即 


C 
= < ~ mi — vil. 
lu — wll < ~ min llu — vll 0 


现在 回 到 注 18.1 中 具体 的 线性 二 阶 椭圆 型 方程 (18.5). 假设 a, B,y > 0, W 
EB? < ay, 以 及 


(1) doe jar ay (EWE; > qd 人 VE = (和 名) ER”, lau(z)| <C, 1 <ij< 
n, vr EQ, 


(2) c(z) 2 y, Ve EQ, 


(3) max |[billeo < 28. 


&5=a-£,W5>0. XF 


aļu, v) = f (> ai; (£)ðju Oiv + >B b;(z)Oj;u-v+c(z)u- o) dz, 


i,j=1 i=1 


u,v € Hy(Q). 
如 此 定义 的 alu, v) 是 HEO) 上 的 一 个 有 界 双 线性 形式 . 从 不 等 式 


|| F H @ bula): ula) dz| < max [blloolIVulllll 
2 i=1 ak 
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可 见 双 线 性 形式 a(u, v) 在 AY(Q) 上 是 强制 的 : 
a(v, v) > allVoll? — 28||Vo] llvlla + llvll2 > d||Voll’. 


如 今 Vf € L?(Q), 应 用 Lax-Milgram 定理 , 我 们 得 到 唯一 的 解 u € HG (Q), 
满足 


a(u,v) = f f-vdz, Yve Hj(Q). 
Q 
又 利用 椭圆 型 方程 的 正则 性 , 可 以 知道 we H? (Q), 并 且 存 在 常数 C 满足 : 
laao) < Cll fll z2(a)- 
如 果 我 们 用 Ritz-Galerkin 方法 近似 求解 时 , 采用 前 面 所 说 的 有 限 元 (Q, Va, N), 
得 到 ws € Vn, 那么 再 根据 Cea 定理 以 及 定理 18.1, 
u 一 urlan = 5 min llu ~ v|l aao) 
< 包罗 mg 
C"! 
<r hgl|f|lz2ca)- 


这 表明 采用 有 限 元 方法 , 不 仅 插值 函数 在 Hi 模 意 义 下 逼近 原来 的 函数 , 而 且 作 为 
近似 解 w, 也 可 以 在 五 0 模 意义 下 逼近 真 解 u SORA SARRI hy 成 
正比 . 
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最 优化 技术 是 一 种 数值 求解 函数 极 值 的 技术 ， 在 R 上 给 定 一 个 实 函 数 
JiR > Ri, 要 设计 出 一 种 迭代 算法 确定 一 个 极 小 化 序列 2°, c',---,2',---, 把 
盟 数 值 引 回 极 小 值 . 

从 一 点 a 出 发 , 为 了 每 迭代 一 步 函 数值 都 能 下 降 ，f (z+!) < f(x')( 如 果 可 能 
的 话 ), 我 们 应 当 怎 样 选择 rt? 

注意 到 , 从 一 点 ct 到 另 一 点 zi+1 的 移动 有 两 个 要 素 一 一 方向 和 步 长 ， 

r! — gi = Atot, X >O, lcll=1， (18.13) 


其 中 ot 表示 下 降 的 方向 , 而 入 RREK (图 18.2). 
在 点 x 附近 将 f 线性 化 : 


f(x) = f(z)+ (VF(2"), £ — 2') +o(llz — zl). 


§18.4 ”最 优化 方法 FEE IK s277- 


xi+l 


xi 


图 18.2 At = |vitl — si) of = Ee 


ee 


局 部 地 看 , 选择 负 梯 度 方向 


a =-Vf(2')/IVE(z')|| (18.14) 
是 最 速 下 降 方 向 . 步 长 Xi 可 以 通过 求 沿 这 个 方向 的 一 元 函数 
p(t) = f(z + to’) (18.15) 


的 极 小 值得 到 . 这 样 形 成 的 算法 称 为 梯度 法 , 其 步骤 如 下 . 
1. 给 定 初始 点 Z0. 
2. Ma? 出 发 , 按 (18.14) RAH ot, 再 按 
p(X’) = 0, 
P(A) < (A), VA € [0,N), 
计算 出 入 > 0, EF A(t) 由 (18.15) REX. 
3. 按 (18.13) sh, H zt, 与 和 E r. 
Et = 0, 则 停止 , ct 即 为 所 求 ; 
否则 继续 下 去 . 
不 难 证 明 , 如 果 了 是 强制 的 , 而 且 只 有 一 个 极 小 点 , 那么 从 任意 初始 点 0° 出 
发 , 按照 梯度 法 或 者 经 过 有 限 步 达 到 极 小 点 , 或 者 得 到 一 串 极 小 化 子 序 列 收 敛 到 这 
个 极 小 点 . 
但 梯度 法 并 不 十 分 理想 , 原因 是 有 时 收敛 速度 非常 慢 . 从 下 面 一 个 例子 就 可 以 
看 出 其 原因 所 在 . 设 


1 
f(z1, 22) = x? + = 72， E > 0. 


这 是 一 个 等 高 线 都 是 椭圆 的 二 次 函数 , 其 极 小 点 在 (0,0). 给 定 = (21,29), 则 推 
出 


gts (a 十 入 )zZ1， @ + 2) z) ; 
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其 中 
-h(i +Z) 
A= Arran 
(mi) + 5e) 


当 s > 0 很 小 时 ， 
git) gy (a —e)z', -e E) , 
T2 


可 见 下 降 路 径 来 回 曲折 缓慢 地 接近 极 小 点 (0,0) (图 18.3). 


图 18.3 


共 恩 梯度 法 是 为 了 克服 梯度 法 上 述 缺 点 提出 来 的 一 种 算法 . 其 基本 思想 是 : 在 
极 小 点 的 一 个 小 邻 域内 , 函数 f 可 以 用 二 阶 Taylor 展开 近似 表示 : 


f(a) = f(t) + (Vf (20),2 20) + È (V? F (2o) (2 — a9), — 20) + ol lle — aol) 
对 于 一 个 有 唯一 极 小 点 的 二 次 函数 
Be a E (Az, 2), ceRL beR", AER, 


ERE 4 是 正定 的 . 4 n = 2 时 , 它 就 是 以 一 族 椭圆 为 等 高 线 的 函数 . 我 们 将 充分 
利用 这 个 二 次 函数 的 特性 来 避免 来 回 曲折 的 下 降 路 径 . 

从 解析 几何 知道 , 一 个 给 定 的 平面 向 量 w = (w, wo) 决定 了 这 族 椭圆 的 一 条 
直径 . 而 和 它 共 轿 的 直径 正 是 与 这 方向 平行 的 诸 弦 的 中 点 的 轨迹 . Fee Tee 
直径 的 方向 w RA w WHD (图 18.4). 

这 个 几何 事实 启发 我 们 : 对 于 平面 上 的 正定 二 次 函数 , 不 论 从 哪 一 点 x? 出发， 
任 取 一 个 方向 w, Ww 取 极 小 点 , 这 点 应 在 椭圆 的 平行 于 ww 的 弦 的 中 点 上 . 下 一 步 
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只 要 再 沿 与 ww ARH a u REA, 两 步 就 达到 了 这 族 椭圆 的 中 心 , 也 就 是 原来 
函数 的 极 小 点 . 


\w 


有 
图 18.4 


为 了 把 上 述 几何 事实 推广 到 高 维 , 我 们 先 把 “ 共 轧 ”的 概念 解析 地 表达 出 来 . 
为 简单 计 , Heb = 0. 
给 定向 量 w, Vv E€ R?, 过 点 v 平行 于 w 的 直线 的 参数 方程 是 r= v+ tw. € 
与 椭圆 
c+ 3 (Az, xr) =0 


的 交点 是 
Ti = V + tw, i = 1,2, 
EYP ti, t2 是 方程 
2c + t?(Aw, w) + 2t(Av, w) + (Av, v) = 0 
的 两 个 实 根 . 
如 果 v ESE, 那么 v BE BE. 从 而 

ti + to = 0, 
亦 即 

(Av, w) = 0. 


换 名 话说, 如果 我 们 按 正 定 矩 阵 4 重新 规定 及 * 上 的 尺度 (内 积 ): 
[v, wla = (Av, w), 


那么 
v 与 wH << wv 按 内 积 [Ja 5 w EX. 
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这 件 事 容易 推广 到 RR". 设 4 是 一 个 n x n 正定 和 矩阵, Vv, w ER”, 定义 
[v, w)4 = (Av, w), 
容易 验证 , |, ]a 是 一 个 内 积 . 
我 们 称 v 与 w 按 4 HH, 如 果 
[v, wa = (Av, w) = 0. 
KEER E, 对 于 给 定 的 正定 和 矩阵 A, 存在 着 n SHERRY ABA 


W1,°°* , Wn, 
(Awi,w;)=0, l<i<jen. 


给 定 一 个 二 次 函数 f(e) = c+ (b,x) + (Az,z), 其 中 A 是 正定 的 . 作为 一 个 
线性 代数 的 习题 , 读者 不 难 验证 : 从 任意 点 x? 出 发 , FAHEY KRA a 
E w, ,wn, 逐次 沿 这 些 单位 向 量 求 一 维 极 小 点 , 求 n 步 就 能 达到 了 的 极 小 点 . 

根据 这 个 思想 构造 出 来 的 共 罗 梯度 算法 如 下 . 

1. 给 定 初 始点 zx? € R” 与 初始 方向 o? = -V f(x). 
2. RBA r 5 ot, S 
X = —(r’,0°)/(Ao',o°), 
atl = rit! 4 gigi 
B == (Artt! ot) / (Aot, 0°), 
其 中 
rê = V f(z’). 
取 
git! = rx! 十 No". 
3. Art! = 0, WAIE, 已 得 到 极 小 点 cit, 否则 继续 下 去 . 对 于 二 次 函数 , 上 
述 步 又 至 多 进行 n 步 必 将 终止 . 
事实 上 不 难 用 数学 归纳 法 验证 : m < n 时 ， 
(1) #o(t) = f(a’ + to’), Mg'(*) =0. 


(2) span{o®,--- ,o”} = span{r®,--- ,r™} = span{r®, Ar®,--. , A™r®}. 
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(3) [o',o]4=0, iz¥j, 1Ki<j <m. 
注 18.4 AWN KR WR AR, Bree EK 
同样 是 求解 线性 方程 组 的 一 种 有 效 的 迭代 方法 . 
有 限 元 方法 导出 的 线性 方程 组 对 应 着 稀疏 矩阵 , HE SEB BE A RR RAE 


常 有 效 . 口 
$ 18.5 共 斩 梯 度 法 不 仅 适 用 于 正定 二 次 函数 的 优化 , 对 于 凸 函数 也 可 以 用 ， 
当然 不 是 n 步 就 能 到 位 , 但 收敛 速度 比 梯度 算法 有 很 大 提高 . 口 


注 18.6 在 数学 物理 , 特别 是 量子 力学 计算 中 , 经 常 要 计算 正定 自 伴 算 子 的 
谱 . 在 一 定 的 紧 性 假设 下 , 谱 由 特征 值 组 成 . 特征 值 有 变 分 刻画 ( 见 第 十 二 讲 ), 从 
而 可 以 应 用 Ritz 方法 近似 求解 . 有 限 元 与 共 思 梯度 法 都 是 应 用 Ritz 方法 时 的 数 
值 手段 . 口 


第 十 九 讲 ”最 优 控制 问题 


最 优 控制 问题 是 一 类 特殊 的 变 分 问题 , 在 工程 、 经 济 等 领域 有 广泛 的 应 用 . 因 
为 实现 泛 函 极 值 的 函数 一 般 不 是 连续 的 (经 常 是 跳 路 的, switching), 所 以 不 能 用 
Euler-Lagrange 方程 求解 , 取而代之 的 必要 条 件 是 Pontryagin 极 大 值 原理 . 最 优 
控制 理论 已 发 展 成 一 个 专门 的 学 科 , 在 本 讲义 中 我 们 只 能 作 最 简单 的 介绍 . 


819.1 ”问题 的 提 法 


为 了 使 读者 对 于 最 优 控制 问题 的 提 法 和 可 能 的 解法 有 一 个 直观 的 了 解 , 我 们 
从 一 个 非常 简单 的 具体 的 例子 出 发 . 

例 19.1 (滚动 小 车 问题 ) 把 质量 为 m = 1 的 小 滚动 车 放 在 z 坐标 轴 上 , 从 
静止 点 x = 0 出 发 , 要 想 恰好 走时 间 T 达到 点 z = L, 问 在 不 考虑 摩擦 力 与 空气 
阻力 的 前 提 下 , 应 怎样 加 非 负 的 外 力 w > 0, 使 得 所 做 的 功 W 最 小 ? 

用 a(t) 表示 小 车 在 时 刻 t 的 位 置 , v(t) 是 此 刻 小 车 的 速度 , 用 u(t) 表示 在 时 
Al t 小 车 所 受 的 外 力 . 它们 之 间 关 系 如 下 : 


(19.1) 
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-0 ws 
a(T) = L. 
可 控制 的 外 力 属于 集合 
U = {u € L™((0,T]) | u > 0}. 


外 力 所 做 的 功 


L T T 2 
w= | udz = | wat= | di o 
0 0 0 2 


我 们 要 求解 约束 极 小 化 问题 


T T 
min fw = f uv di] = v, 2 = u,2(0) = 0,0(0) =0, | vdt=Lueuh. 
0 dt dt 0 


2 

分 析 1° 在 指定 的 约束 条 件 下 , W > oo. 

事实 上 v 是 连续 的 , 根据 积分 中 值 定理 , Jo e (0,T) 使 得 v(to) = L/T. 由 于 
u > 0, v 是 不 减 的 , 所 以 
v(T) vt) _ L? 

Q 7 9 997% 

2° 我 们 进一步 断言 : W > A. 
事实 上 , 若 存 在 控制 u 使 得 W = 25, 那么 必然 存在 to € (0,T) 满足 


W = 


e 


to) = i 
u(to) a v(t) 


由 此 可 得 
dt + =(T — to), 
[wars ZT- n) 
Bp oe 
i = / vO 
从 而 
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这 与 (19.2) 矛盾 . 
3° 我 们 考虑 间断 的 u. + 
, tE [0, Tol, 


Ri E | ’ te (To, T], 
其 中 a, To 是 参数 , 则 有 解 


at, te (0, Tol, 
t) = 
o ) = te (To, T]. 


© Q 


这 时 
a T? 
2 ? 


To 
= 2t dt = 
W | a'tdt 
T 2 T2 
r= f vdt = ot oan(T— T) = aT Ty — =. 
4 aT) = £,HT > ON, Wo Zp. 对 应 的 控制 外 力 u(t) = #6(t), 其 中 
6(t) 是 脉冲 函数 . 
因此 脉 串 力 u = 46(t) 产生 匀速 v = E 实现 W 的 极 小 值 , 其 解 为 W = H, 
但 脉冲 力 不 是 物理 的 . 
4° 如 果 人 允许 u BS, 那么 可 控 集 合 变 为 U = L”([0, T]). 
KTR u =a (F — t), 便 得 到 


T ť 
v=a(St-5), v(T) = 0, 
从 而 W = 0. 使 得 W = 0 的 解 很 多 . 例如 , He 
a, te (0, To], 
u(t) = 0, te (To, T = To), 
—a, te [T To, T], 
at, t E€ [0, Tol, 
v(t) = < aTo, t € (Jo, T — To), 
ahaa): te Ra 


仍然 是 W = 0. 特别 地 , 取 T = 7/2, 控制 变量 跳跃 地 取 正 负 不 同 的 常 值 +a. 
这 种 控制 称 为 厂 侠 (bang-bang) 控制 . 
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从 这 个 例子 可 以 看 出 , 在 最 优 控制 问题 的 提 法 中 , 变量 分 为 两 类 : 状态 变量 与 
控制 变量 . 
状态 变量 描写 系统 所 处 的 状态 , 一 般 由 向 量 表示 (如 前 例 中 的 x), 其 变化 集合 
为 一 个 疝 量 空间 R 中 的 子 集 Y. 
控制 变量 是 人 可 以 操作 的 变量 (如 前 例 中 的 wu), 一 切 可 允许 的 控制 变量 组 成 
的 集合 记 作 U. 它 是 L1([0, T) 中 的 一 个 子 集 , 经 常 由 逐 段 连续 函数 组 成 . 
在 最 优 控 制 问题 中 , 要 给 定 描写 系统 变化 规律 的 状态 方程 : 
t= f(t, x,u), te (0, 7), (19.3) 
要 给 定 初 态 z(0) = ro 和 终 态 集合 z(T) € B, 要 通过 Lagrange WAR L: 
(0, T] x R” x RN 一 R! 定义 价值 泛 函 
T 
oe | L(t, x(t), u(t))dt. 
0 
所 要 确定 的 是 ve U, 使 得 
min J(u). 
ucU 
例 19.1 (2) 在 前 面 给 出 的 例子 中 , 状态 方程 是 
= ” te (0,7). 
v= u 


? 


x(0)\ _/0 _{L 
二 
U = {u € L” (0, T], R?) | u(t) > 0}. 
Lagrange PARK L = u-v Se COMBI RE 


初 态 和 终 态 集 是 


可 允许 控制 集 是 


T T 
J(u) = W = | uv dt = f L(v,u)dt. 加 
0 0 


B 19.2 拿 出 多 大 的 产 出 部 分 进行 再 投资 , 可 以 使 市 场 总 产量 极 大 化 ? 
设 某 产品 生产 速度 (单位 时 间 产 量 ) 为 g = g(t), 其 增长 的 加 速度 4 正比 于 
该 产品 再 投资 的 百分比 u, 


g=auq, te [0,7], 
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其 中 a > 0 是 给 定 的 , 初 态 也 是 给 定 的 ， 


q(0) = qo. 
对 于 终 态 没 有 限制 , 即 B = Rt. 
市 场 的 总 产量 为 
r= | (1 — u)q dt. 
我 们 控制 产品 再 投资 的 百分比 


u € U = {v € L®(0,T) | v(t) € [0, T]}, 


使 之 极 大 化 市 场 的 总 产量 
max{I |u € U}. 口 


例 19.3 (Ramsey 经 济 增长 模型 ) Ramsay 早 在 1928 年 就 提出 了 如 下 的 经 
济 增长 模型 . 

设 人 均 投资 为 i, 人 均 消 费 为 c 人 均 国民 收入 为 c=ite. 

假设 r 是 人 均 资 本 总 量 k 的 函数 f(k) 假设 人 口 增长 率 为 a, 人 口 总 量 随时 
间 增 长 , L(t) = Loe™. 

资本 总 量 为 K = kL, 那么 总 投资 为 了 = 4%. 它们 之 间 有 如 下 关系 : 


A eR 
Sp po d Lo Gh 


衡量 社会 消费 效用 的 目标 函数 


k. 


= [7 erud 

WO= | eulet))dt, 

其 中 p > 0 称 为 折 现 因子 , u(c) 称 为 消费 者 的 效用 函数 , Ramsay 提出 在 约束 
© = f(k) — ak —e, k(0) = ko 


之 下 极 大 化 W(c). 口 
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考虑 下 列 最 优 控制 问题 . 
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设 状态 变量 LE wr((0, T), R”), 控制 变量 EL = {v 是 取 值 于 RY 的 逐 
段 连续 函数 | v(t) e C}, 其 中 C CRY 是 一 个 紧 子 集 . 状态 方程 为 之 = F(z,u), 
其 中 F e CHR” x RY,R"), MA z(0) = zo SRA z(T) = z, 都 是 给 定 的 . 
Niz L e C(R” x R”, R!) 是 给 定 的 一 个 Lagrange KA, EX HERZ K 
T 
eine f L(z(t), u(t))dt. 
0 
我 们 有 下 列 极 大 值 原理 . 
定理 19.1 Hu=u*(t) 是 上 述 最 优 控制 问题 的 解 , 对 应 的 最 优 状态 变量 轨 
x c= x*(t), PP (x*(t),u*(t)) 使 得 
T 
eae f L(z(t), u(t)) dt 
0 
达到 最 小 值 , 则 存在 一 个 逐 段 连续 可 微 的 函数 入 二 A(t) ER 满足 
À = —H,(2*,*, u*), 


其 中 
H(z, å, u) = —L(x,u) +AF (az, u), (19.4) 


此 外 , H 沿 最 优 轨道 {(r*(t), A(t), u*(t)) |t € (0,T)} 是 常数 
E = sup H(2*(t), A(t), v). 
VEC 
我 们 把 函数 A(x, A, u) LARA Hamilton ¥, 而 称 入 JAHRE. 


证 明 (这 个 定理 的 证 明 很 长 , 已 超出 本 课程 范围 . 我 们 采用 J. Macki 和 A. 
Strauss 在 [MS] 给 出 的 一 个 形式 证 明 , 也 参见 C. R. MacCluer [Mal.) 

1° 假定 对 任意 初 态 x°, IT > 0, Su = u(x,t) € U 极 小 化 价值 泛 函 . 即 存在 
一 条 最 优 路 径 , y = x(x°, t),t € [0, To], 满足 :9 = F(y,u), y(0) = 2°, y(To) = 21, 
并 且 使 得 


rzo) := min | LO v0) dt 
= 人 zu) 地 
由 局 部 最 小 化 原理 , (u(x, t), x(x, t)) 在 (t, To) 也 应 该 是 最 优 的 , 所 以 有 
I(x(2°, t)) = J aC Cu EN 
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2° 假设 7 是 可 微 的 , 并 且 假 设 u 是 逐 段 连续 的 , 那么 除去 有 限 多 个 点 外 , 对 任 
意 t 有 


0 = L(x(x°, t), u(x?, t)) + VI(x(x°,t)) - 2(2°, t) 
= L(x(x°, t), u(x®, t)) + VI(2(2°, t)) F(x(2°, t), u(2°, t)). 


42° = zo 时 , Mu=u*(20,t), A z = z* (x0, t), 就 得 到 


0 = L(x* (x0, t), u*(xo, t)) — AF (x* (xo, t), u* (Zo, t)) 
= —H(x*(2o, t), A(t), u* (zo, t)), 


其 中 A(t) = —VI(a"(ao,t)). 因为 z*(zo,t) 是 逐 段 可 微 的 , 所 以 和 是 逐 段 连续 的 ， 
并 且 沿 最 优 轨道 (z*, A, u"), 


H(zx* (£0, t), X(t), u* (Xo, t)) = 0. 
3° 我 们 再 来 证 明 
H(z*(t), A(t), v) <0, Vu EC, vte (0,T). 


事实 上 , Vv € C, 方程 组 


£= F(z,v), 
z(0) = To, Vt € [0, To) 


有 局 部 解 z = Z(t). 一 般 说 来 , Vu E C, a 不 是 从 zo 到 c(t) 的 最 优 轨道 , 我 们 只 
能 有 


Tae | " L(ž, v) ds + I(E), 


即 对 于 足够 小 的 二 > 0, 
EA) ~ Heo) 1 六 
ee ees < i/ L(z, v) ds. 
由 此 推出 P 
-zT lel)le=0 < L(zo,v), 
而 左边 的 微分 等 于 


—VI (xo) - Z(0) = —VI (z0) - F (zo, v). 
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我 们 可 以 沿 轨道 z*(zo,t) 取 任 意 时 刻 t 的 状态 2* (x0, t) AWE, 便 得 到 
H(z*(zo,t), A(t), v) <0, Woe OC, vte [0,7]. 
4° 最 后 我 们 证 明 入 WEA. + 
h(x,u) = —L(x,u) — VI (£)F (x,u). 


从 前 面 已 经 证 明 的 结论 可 以 知道 , Vt € (0,7), BR h 除去 有 限 多 个 点 外 ， 当 
x= 2*(t),u=ur(t) 时 达到 极 大 值 . 
假设 Te C?. 直接 计算 得 到 


Oh 
ig Ox; 
_ dL AVI-F) 
E Ox; Ox; 


aL On, ‘OF, 
Ox; Ox; 7 Ox; 
所 以 
N N 
ðA. OL OF, oH 
nD Ee AN 
j=1 j=l 
这 就 是 


À = —H,(x*(zxo, t), A(t), u* (xo, t)). 口 
注 19.1 我 们 把 (19.4) EX H(z, à, u) 称 为 Hamilton 量 , 这 是 因为 轨道 
(x*(t), A(t), u*(t)) 满足 下 列 Hamilton 方程 组 : 
t= F(t,z,u) = Ay(z,d,v), 
\ = —H,(z, d,u). 


注 19.2 在 这 个 定理 中 , 如 果 末 端 向 量 z(T) = zi 有 几 个 分 量 事先 没有 确定 ， 
ABA FEAL HEE St AT) 中 相应 的 分 量 就 必须 是 0. 口 


§19.2 Pontryagin 极 大 值 原理 . 291 - 


现在 我 们 利用 极 大 值 原理 来 讨论 前 面 两 个 例子 。 
例 19.1 (BE) 倘若 我 们 假设 控制 变量 有 约束 0 < w(t) <a, 其 中 ww>0 是 
一 个 给 定 的 常数 . BTS AES A(t) = (a(t), 8(t)), 写 出 Hamilton 量 


H=-L+AP= ut (eB) Èt) = av + u(b — v). 


假设 (z* (t), v (t)) 是 最 优 轨 道 , ERE GLE (a, 6) 使 得 Hamilton Bid 
到 极 大 值 . 因为 v*(t) 已 是 设 定 的 , 所 以 u(6 一 v*) 必须 达到 极 大 值 . 于 是 有 


由 于 v= wv,v(0) = 0, 推出 存在 常数 vo 使 得 
be B>v*, 
ia 


Up, B<v*. 
我 们 再 看 共 轿 变量 满足 的 方程 
À = (å, B) = -Ha v) = (0,4 — a). 
M A(t) = (a(t), 8(t)) 推出 a = ao 是 一 个 常数 ， 


B= (a — aot +c, u =a, 
E 一 cot + d, u = 0, 


其 中 c,d 是 常数 . 利用 v* 与 8 都 是 连续 的 , 推出 
B-—v* = —at +c, d= c+ vo. 
注意 到 末端 v(T) 没有 确定 , 按 注 19.2, 应 当 B(T) = 0. 然而 
-ao +c=0 
只 有 一 个 根 To = c/ao, 所 以 c < aT. 


t Ti 
v* (t) _ at, € [0, 0), 
aTh, t€ [TT]. 


_ ja, te [0, To), 
HOS k t € [To, T]. 
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再 利用 终 态 条 件 z(T) = L, 我 们 还 有 


aT? 
L = L vdt = aTh — *, 


例 19.2 (22) 回 到 极 大 化 市 场 总 产量 问题 . 
引入 共 恩 变量 入 Hamilton 量 是 


H = -L + àF = (1 — u)q + A(aug) = (1 — u + Aau)q. 
1° 因为 g > 0, 故 极 大 化 互 等 价 于 极 大 化 —u + au = (Aa — 1)u. 所 以 最 优 
控制 变量 应 取 为 
2° tir 和 满足 方程 
À = —H, = —(1—u+Aau), 
即 À + àaou =u- 1, KA 


\+ar(.=0, u=1, 
s=, u = 0, 


en at 
A(t) = - e a 
+d, u = 0, 


其 中 c,d 是 常数 . 
3° 末端 条 件 . 因为 q(T) 不 确定 , 所 以 有 A(T) = 0. 这 表明 w(T) 关 1, 只 能 是 
u=0, d=T. 
这 个 结论 也 是 合理 的 , 因为 在 生产 周期 之 末 再 投资 没有 意义 . 


4° 控制 变量 的 转换 . 在 1° 中 我 们 已 经 知道 , 控制 变量 v 的 值 应 在 aX(t) 一 1 = 
0, 即 ts 二 人 三 4 时 转换 . 
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我 们 最 终 得 到 解 
1, t € (0,t,), 
TE ae a 
0, t € (ts, T), 
et US be ts, 
der 
qoe ”>) t,<t<T, 
7 qo 1 
r= f qoe™ dt = qe" (T — t,) = P 口 
ts 


例 19.3 ( 续 ) 回 到 Ramsey 经 济 增长 模型 . 
极 大 化 W(c) 相当 于 极 小 化 —W(c). RISIA HRE A 以 及 Hamilton Æ, 


H(k, NM,c) = e ?iv(c) + A(f(k) — ak- c), 


得 到 最 优 条 件 
u (cle —\=0, 


Oc 
以 及 


NO = -2E =~") - a), 


连同 初始 条 件 (0) = ko. 因为 这 是 一 个 在 半 直 线 上 的 问题 , 还 有 末端 条 件 


| k'(t) = f(k) — ak — c, 


lim Ak(t) = 0. 口 
t= 


Ramsey F-H 1928 年 就 用 变 分 法 来 讨论 这 个 问题 , 但 一 直 没 有 被 人 们 认识 到 
它 的 重要 性 . 直到 1965 年 才 由 经 济 学 家 Cass 和 Koopmans 分 别 加 以 改进 . 今天 
它 被 称 为 Ramsey-Cass-Koopmans 模型 . 


819.3 Bang-Bang 原理 


有 一 种 控制 , 其 控制 变量 u c RY 在 全 过 程 中 每 个 分 量 最 多 只 取 两 个 不 同 的 
值 , RAN PCA (Bang-Bang) 控制 . 

给 定 两 个 矩阵 A © M(n xn), BE M(nx N), 设 状态 变量 为 ze R”, 控制 
变量 为 ve RY. 我 们 来 考察 下 列 线性 系统 


| t = Az + Bu, 


z(0) = 2°. am 


. 294 . 第 十 九 讲 ”最 优 控制 问题 


定理 19.2 在 线性 系统 (19.5) F, 如 果 存 在 控制 变量 u c LW(O,T) 能 使 初 
态 z(0) = 1° 变 到 终 态 z(T) = zl RA LANE u 实现 这 一 目标 . 


这 个 定理 实际 上 是 泛 函 分 析 中 Krein-Milman 定理 的 一 个 推论 . Krein-Milman 
定理 是 关于 局 部 凸 拓扑 线性 空间 中 凸 紧 子 集 端 点 的 一 个 结论 . 它 是 与 Hahn- 
Banach 定理 等 价 的 一 个 命题 . 

设 X 是 一 个 局 部 凸 拓扑 线性 空间 , E 是 它 的 一 个 凸 子 集 , 一 点 rE ERA E 
的 端点 , 如 果 不 存 在 y, z E E, 使 得 r = (y 十 z)/2. E 的 端点 的 全 体 叫 做 五 的 端 
点 集 , 记 作 DE). 

Krein-Milman 定理 ik X 是 一 个 局 部 凸 拓扑 线性 空间 , 五 是 它 的 一 个 紧 
LFR, WE 是 它 的 端点 集 D(E) 的 凸 闭 包 . 口 

定理 19.2 的 证 明 不 妨 设 lullo <1. > 


t 
U= fu € L”(0,T) | lloll < 1, z(T) = efx? + A Bu(s)as} 
0 


显然 7 是 一 个 * 弱 闭 凸 集 , FFA w EU. 


按 Banach-Alaoglu Æ, L®(0,T) 中 的 单位 球 是 * 弱 紧 的 , 从 而 U 也 是 
* 弱 紧 集 . 按 Krein-Milman 定理 , 它 有 端点 . 


以 下 我 们 来 证 明 : 如 果 u cU BU 的 一 个 端点 , 那么 MP i. 
为 简单 计 , 仅 设 N = 1. 任 取 e € (0,1), 考察 集合 


S = {t € (0,T)|u(¢) € (-1+e,1—e)}. 
注意 到 线性 系统 的 解 可 以 表示 为 
a(t) = e4x° 十 f e^t- Bu(s)ds, 


0 


我 们 取 一 个 函数 ve L”(0,T), 满足 
f e “* Bu(s)ds = 0. 
S 
S v 在 5S 外 为 0, 适当 调节 倍数 使 得 ||ull。 = 1. FÆ uev e U, #H u = 


[(u + ev) + (u — ev)]/2. 这 个 矛盾 表明 S= Ø. Me > 0 是 任意 的 , 所 以 ww 是 一 个 
FEEFFE iil 口 
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在 一 些 现代 应 用 问题 中 (如 图 像 恢 复 、 相 变 等 问题 ), 变 分 问题 出 现 的 解 是 不 
连续 的 , 而 且 这 种 不 连续 性 表现 为 有 明显 断裂 的 可 求 长 曲线 (或 可 度量 的 高 维 曲 
TAL). 这 表明 所 求 的 解 不 在 相关 的 Sobolev 空间 中 , 人 们 转向 在 有 界 交 差 函 数 空 
间 中 求解 . 

从 20 世纪 中 期 开始 , De Giorgi, Reifenberg, Federer, Fleming 和 Almgren 等 
人 在 研究 极 小 曲面 的 Plateau 问题 时 , 就 采用 测度 论 的 方法 . 有 界 变 差 函 数 与 测度 
有 天 然 的 联系 , 与 此 相关 的 理论 框架 已 经 系统 地 发 展 成 为 几何 测度 论 . 但 这 些 内 容 
已 远 远 超 出 本 课程 的 范围 , 我 们 只 能 通过 一 些 具体 应 用 的 例子 来 了 解 其 大 概 . 

我 们 先 回 忆 一 个 变量 的 有 界 变 差 函 数 的 定义 和 主要 性 质 , 然后 再 看 怎样 把 它 
推广 到 多 个 变量 的 情形 . 


820.1 ”一 元 有 界 变 差 项 数 的 回顾 


定义 20.1 Hu: J =(a,b) > R! HARARE ZH (bounded variation), 
简 作 BV, w$ IM > 0 使 得 对 于 J 的 任意 一 个 分 划 T :aa< 丰 < <tr <b, 
都 有 
Si(u) = > lu(tiss) — u(ts)| < M. 
i=1 
我 们 把 
Vi (u) = sup Sr (u) 
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称 为 u 的 全 变 差 (total variation). 


J EZI BV 函数 组 成 的 集合 记 作 BV(J), 它 是 一 个 线性 空间 .. 下列 简单 性 
质 都 是 直接 可 以 推出 来 的 : 

(1) J 上 的 有 界 单调 函数 是 BV 函数 . 

(2) Lip(J R!) c BV(J). 

(3) Vu € BV(J), u 可 以 分 解 为 两 个 递增 函数 之 差 : 


uz) = (Tu +wo) = 5 (Tala) 一 wo) 


其 中 


T(x) = sup | 5y [u(tiri) = u(ti) o:a< ti KL tm+1 <T e 
i=1 

(4) Vu € BV(J), 跳跃 点 集 D, = {x € J | u(x — 0) # u(x + 0)} 至 多 是 可 
BR. 

BV 函数 的 值 在 跳跃 点 上 是 不 确定 的 . 要 避 开 由 此 带 来 的 麻烦 , 我 们 将 其 规范 
为 

u(x) = u(x—0), Vee J. 
为 了 突出 BV 函数 在 J 上 的 变 差 部 分 , 我 们 再 规范 u(a + 0) = 0. 规范 后 的 BV 
函数 全 体 还 是 一 个 线性 空间 , 记 作 NBV(J). 对 它 引入 范 数 
ul] = Vo(u). 


NBV(J) 是 一 个 Banach 空间 . 

下 面 我 们 来 建立 NBV 函数 与 完全 可 加 Borel 可 测 集 函 数 之 间 的 一 一 对 应 
关系 . 
任意 给 定 一 个 单调 递增 的 规范 有 界 变 差 函数 us J Rt, 定义 

Hu((a,Z)) = u(z). 
我 们 说 jw 可 以 扩张 为 J 上 的 一 个 测度 , 即 完 全 可 加 的 非 负 集 函 数 . 事实 上 ， 
Vla, b) CJ, & 
Hala, B)) = u(B) — ula), 
A p,({a}) = u(a+0) — ula). Mill V Borel FE E CJ, A 
Hu(E) = L (U [u(x), ula + o) ， 


EE 


其 中 C 是 R! 上 的 Lebesgue 测度 . 

反之 , 如 果 给 定 了 J 上 的 一 个 Borel 测度 u, 那么 函数 u(x) = u((a,x)) 是 单 
调 递 增 的 并 且 是 左 连续 的 , 还 满足 ula + 0) = 0. 
再 由 简单 性 质 (3), Vu € BV(J) 存在 两 个 单调 递增 的 左 连续 函数 ui 与 u, 使 
= ui 一 wa. 于 是 按 上 面 的 结论 , 对 应 着 两 个 Borel 测度 pi = Hu i = 1,2. 


u 
令 


Dy at 


p(E) = p(B) — polE), 
则 u 是 一 个 完全 可 加 的 Borel 可 测 集 函 数 , 满足 
p((a,2)) = p((a, 7)) — pa((a,x)) = ule), Vee J. 
反之 , 对 任意 完全 可 加 的 Borel 可 测 集 函 数 u, 通过 
u(x) = pl(a, 7)) (20.1) 


定义 出 唯一 的 一 个 规范 后 的 有 界 变 差 函数 . 
这 样 一 来 , 我 们 对 任意 完全 可 加 Borel 可 测 集 函数 y 以 及 任意 Borel 可 测 集 
E € B, 也 可 以 定义 “全 变 差 ”: 


lB) =$ B 


i=1 


1=1 
不 难 验 证 
(1) |p| 是 一 个 Borel WE, 
(2) |u(E)| < IE) VE € B, 
(3) |u|(J) = V2(u). 
我 们 用 M(J, R!) 表示 J 上 完全 可 加 Borel 可 测 集 函 数 全 体 组 成 的 空间 . 在 
M(J,R') 上 定义 模 
lllw = lel(J), 
它 也 成 为 一 个 Banach 空间 . 
以 上 建立 起 来 的 一 一 对 应 u u SE Banach 空间 NBV(J) 与 M(J, R!) 间 的 
同 构 . 
现在 我 们 回顾 一 下 连续 函数 空间 上 连续 线性 泛 函 表示 的 Riesz 定理 . 


Co(J)* = M(J, R°), 
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其 中 Co(J) = {p € C(J) | pla) = (6) = 0}. 

因为 Co(J) 是 可 分 的 , 所 以 M(J,R') 是 可 分 Banach 2 A AY SEHE A]. 

利用 Lebesgue-Nikodym 分 解 定 理 , 我 们 知道 任意 一 个 BV 函数 可 以 有 如 下 
分 解 : 

u(x) = v(x) + r(x) + s(x), 

其 中 u(x) 是 绝对 连续 部 分 , r(x) 为 Cantor 部 分 , 而 s(x) 为 跳跃 部 分 . 特别 地 , s 
是 一 个 跳跃 函数 , 而 r 是 一 个 有 几乎 处 处 为 零 的 导数 , 但 本 身 不 等 于 常数 的 连续 有 
FEZ BR. 

注意 到 BV 函数 u 是 有 界 可 测 函 数 , 从 而 本 身 属于 LIJ). 作为 L 函数 , € 
有 (在 广义 函数 意义 下 的 ) 广义 导数 Du, 


(Du, p) = -wd Vp Ee Cid). (20.2) 
J 


请 读者 特别 注意 , 与 Sobolev 空间 不 同 , WARE BM, Du 与 几乎 处 处 
导数 并 不 相同 ! 我 们 知道 只 有 当 r= s = 0 B}, u e ACV), FA Du=w'. 
如 果 s 关 0, 那么 Du 可 以 是 测度 . 例如 , J = (-1,1), 
ae É xz <0, 


l, xz>0, 


这 时 Du = ô(x). 即 , 者 令 w= Du, WA p({0}) = 1, (B) =0,Y B € B,0 ¢ B. 
现在 我 们 再 把 有 界 变 差 消 数 u 与 它 对 应 的 测度 y 之 间 的 关系 更 明确 地 表达 出 
来 . 注意 到 M(J,R') 作为 Co(J)* 有 如 下 的 对 偶 关系 ， 


(mo) = /pa Vue) € MURY x CoD), 


应 有 
lalla =sup{ [edule <1}. 


按照 M(J, R!) 与 NBV(J) 的 一 一 对 应 , 还 有 
(mp) = f paula) =— f w(e)y'(@) de 
联系 到 (20.2), 即 得 


多 元 函数 虽 没 有 左 、 右 端点 , 无 从 用 来 规范 函数 值 , 但 上 述 公 式 对 于 把 有 界 变 
差 函 数 推广 到 多 个 变量 有 局 发 . 
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定义 20.2 在 BV(J) 上 定义 模 : 
lulav = ullz + ||Dullm. 


不 难 验证 , BV(J) 是 一 个 Banach 空间 . 


820.2 ”多 元 有 界 变 差 函数 


设 OCR" 是 一 个 有 界 开 集 . 用 CUQ, R”) 表示 具有 紧 支 集 的 R” 值 连续 可 
微 函数 空间 . 仿照 一 元 函数 情形 , 引入 如 下 定义 . 


定义 20.3 uc LIQ) 称 为 是 有 界 变 差 的 ,如果 
lpulo) = sup { f uaivp de | p € CH(O,R"), pl <1} < oo, 
我 们 把 |\Dull(Q) 称 为 u WEEE. 
Q 上 一 切 BV 函数 构成 的 空间 记 作 BV(Q), 引入 模 
ullav = llullz: + ||Dul](Q). 
和 一 元 函数 一 样 , 对 任意 BV 函数 u, 我 们 考察 它 的 广义 函数 梯度 Du: 
人 f udivedz (Wy € cr) 


与 测度 间 的 关系 . 

可 以 说 由 u 的 全 变 差 有 界 可 以 认定 Du 是 一 个 向 量 值 的 Radon WE. 

这 是 因为 Yoo E (Q, R”), 在 上 一 切 边 值 为 零 的 连续 函数 组 成 的 Banach 
空间 , Jy} C CINQ, R”), 使 得 wx (在 Q 上 ) 一 致 收敛 于 Yo, A |pkloo < 
|polw, V k. 定义 线性 泛 函 


L(y) = f udivydz, Vp € CI(Q, R”), 
Q 
ILI < Cllyllo, Ve € Co(9, R”). 


L(yo) = lim L(y), 
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则 极限 工 (ypo) 存在 , 而 且 不 依赖 于 pr 的 特殊 选择 . 这 表明 L 有 唯一 的 线性 连续 
扩张 : 
L: Co(Q, R”) 一 Rt, 


即 ,也 是 Co(Q, R”) 上 的 线性 连续 泛 函 . 利用 Riesz 表示 定 理 , FE Radon 测度 p 
与 一 个 六 可 测 函 数 0, 使 得 
lo(x)|}=1, pae. FQ, 
以 及 
/waivpdz = - /rpm Vy € Co(n,R"). 
Q 

这 表明 

今后 我 们 用 MQ, R+!) 记 Q 上 的 R"+! {Radon 测度 组 成 的 空间 , FRE 
义 模 

lolw =sup ff edulligicmae <1}, 

使 之 成 为 一 个 Banach 空间 . 


例 20.1 设 we Bio) 则 weBV(O), 且 lullw = lullav. 事实 上 ,一 
方面 


=| f Du dae 


f udivddz < lpulh, Vb € CHO,R”), IIdlloo < 1. 
Q 


BHM, Ve > 0,3 ye € CHO, R"), pello < 1, 满足 
f |Duldz < f Du- pe dz + € = f udiv y: dz + € S ||Du||(Q) +e, 
Q Q Q 
即 得 || Dul|(Q) = Duh. 口 


例 20.2 设 SCR" 是 一 个 Ce (n 一 1) 维 紧 超 曲面 . 按 R 上 的 度量 导出 
S EWES, 其 (n 一 1) 4 Hausdorff 测度 记 作 X"-1(5S). 
Mit N 是 由 S 围 成 的 区 域 , 而 Xo 为 其 特征 函数 , 则 yo E€ BV(R"), 并 且 


|Dxoll(R") = H""(S). 
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证 明 1° Vd € Co(R",R"), 由 Gauss 公式 ， 
a: = ; = , n—1 
人 Xo div odz /avedz 人 na (x) dH", 
\|Dxal|(R") < H°7"(S). 
2° 另 一 方面 , 可 以 用 单位 分 解 把 n(x) 延 拓 到 了 ”上 成 为 一 个 CW BH 
V, 满足 V(r) < 1,Va2 € R”. 
Vp € C&(R”, R), |p(x)| < 1,Yx ER", + $= pV. 我 们 有 
f Xo div az = f paH™-!. 
R? S 
因此 ， 
|Dxall(R) > sup { fxn dived deld € CPR", Rdls1} 
> sup{ [pan™ lp € CPR",R!), (e)| < hv ER" | 
S 
SHS): 口 
从 这 两 个 例子 可 以 看 出 WO) C BVO), 但 不 相等 


BV(Q) 有 下 列 简单 性 质 . 
(1) (下 半 连 续 性 ) 若 {u;} C BV(Q), A wj ou (LQ), WV FÆ UCR, 


||Dul|(V) < lim ||Du,||(U). 
进一步 , 由 sup{||Du,||(Q) | j = 1,2,---} < 00, 可 以 推出 | Dul|(Q) < oo. 
证 明 Vd Ecl, R”), lloll < 1, 我 们 有 


| waiwoae = lim f wavedr < tim Dus). 
Q I>% Jo 


(2) BV(Q) 是 完备 的 . 


证 明 设 {wj} c BV(Q) 是 一 个 Cauchy 序列 . 由 定义 , 它们 是 LQ) 中 的 
Cauchy 序列 . 于 是 有 wj; > u € L (Q). 应 用 性 质 (1), u € BV(Q). 下 面 证 明 : 


[Dw = oO) > 0. 
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事实 上 , 再 应 用 性 质 (1), Ve > 0,37o > 0, 


|| D(u; = wli) < iim || D(uj — ux) I(Q) <€, j > jo- 口 


(3) (逼近 ) Vu € BV(Q), 3 {uj} c BV(Q) N C™(O), 使 得 
(a) u; >u F L (9), 
(b) || Du;||>||Dul| Æ Radon 测度 意义 下 . 特别 地 , || Du,;||(Q)|]| Du] (Q). 
证 明 参 看 [AFP] pp.122-123. 
(4) CKE) 设 {u;} C BV(Q) 满足 jlwjllpv < M, 则 存在 子 列 {un} Ru 使 
得 un, al) ||Dull() < M. 
证 明 由 性 质 (3), 3{v;}CBV(Q)nC™%(Q0), 使 得 o; 一 wh <1/5, |loyllav< 
jolt 
因为 |lv;{lwia=|lo,llpv, 所 以 {v;} 是 WARA. 再 由 Rellich-Kondrachov 
EH, 存在 子 列 nj 使 得 un, > u (L'(Q)), 推出 un, > u (ZL (人 9)). 再 应 用 性 质 
(1), 得 
上 Du < lim ||Dv;l|(Q) < lim ||Du,||(Q) < M. 口 
此 外 , BV 函数 也 有 Poincaré 不 等 式 . 
(5) Poincaré 不 等 式 . 设 OCR" 是 一 个 有 界 连通 可 延 拓 的 区 域 , 则 有 不 等 式 


1 n 
ees < i BV(Q),1 < p < ——. 
lu a fel, C,||Dull(), Vue BV(Q),1<p<—— 


参看 [AFP] p.153. 
以 下 我 们 来 考察 BV(Q) 的 * 弱 收敛. 记 X = (Q, R+). > 
E = {9 = (Yo, PT a Pn) E CY (N, R+!) | div p = Yo, È = (Yi, see Da) ts 


Y 是 ER X 中 之 闭 包 . 因此 Y 是 X 的 一 个 财 线性 子 空间 . 
考虑 线性 映射 


T : BV(Q) 一 M(Q, R”+!), 
u 1 (ULCn Di , Dnu), 


其 中 Le 是 n-Lebesgue 测度 , 而 Div 则 是 Radon 向 量 测度 Du 的 第 i 个 分 量 ， 
在 广义 函数 意义 下 ， 


(Diu, p} = - (u, np), YpECTN), 1 gign. 
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事实 上 , Tu € (X/Y)*. 这 是 因为 V9 €E, 
(Tu, $) = (ul, Po) T (Du, ~) = (ul, Po 一 div $) =0. 


BY Tuly = 0, 亦 即 Tu € (X/Y)*. 
T 还 是 满 射 ， 即 V (Ho, HI1) , Hn) € M(Q, R"**), 如 果 


(Ho, Yo) + 》 (ui, Pi) =0，VY(po Pn) € E, 


i=1 
那么 
(hi, P} = — (Ho, Ôi i tal 2 n, Vp € O(N). 
利用 测度 论 的 技巧 , 不 难 验证 po 实际 上 是 绝对 连续 的 , 从 而 存在 u © L (O), 使 得 
Ho = ul”. 
注意 到 


[Tull aarety = sup f(u - po + Du: $) dz} |lPllco(a,n"4+1) < i}, 


By IL 
lullav = ullz + |Dul|(Q) < 2||Tul] < 2Ilullpv. 
这 样 一 来 , 我 们 便 把 BV(Q) 看 成 一 个 可 分 Banach 空间 (X/Y) WARE IA. 
由 Banach-Alaoglu 定理 , 其 有 界 集 是 * 弱 列 紧 的 . 
现在 我 们 再 来 了 解 BV(Q) 的 * 弱 拓扑 . 


定理 20.1 


1 
u; > u, L’, 


Uj 在 BV 中 有 界 . 


BV * 


WERA 

“=>”. 由 Banach-Steinhaus 定理 直接 推出 {wj} 在 BV 中 是 有 界 的 . 

再 利用 性 质 (4), u; 在 Dt 中 收敛 到 u. 

“<=”, 由 Banach-Alaoglu 定 理 , {u;} 中 有 子 列 un, BAA. 剩 下 来 只 需 证 明 
{Du;} 的 所 有 可 能 的 * 弱 极限 点 是 同一 个 Du. 

事实 上 若 存在 子 列 {wn,} 使 得 lim Du = u, W 


[ou divpdz =~ | Dus, - p dz, 
Q Q 
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推 得 
| vivod Se 
此 即 u= Du. o 
多 元 BV 函数 u 在 广义 函数 意义 下 的 广义 梯度 Du 也 有 Lebesgue 分 解 : 
Du = D°u + Div + Dw, 


其 中 
Dtu = Vul” € L! (Q, R”) 


是 绝对 连续 部 分 , Diw 与 Dou 分 别称 为 跳跃 部 分 与 Cantor 部 分 , 其 中 Lr 是 R” 
上 的 Lebesgue 测度 . 

它们 是 这 样 定义 的 : 记 B, (£) 为 Ro 中 以 z 为 中 心 , > 0 为 半径 之 球 . E 
SCBA eR (图 20.1) 


a 


B,(x) 
Sy 


图 20.1 


ut(z) = mefe € [一 co, +00] 


Civ€ BG) lui) > _ A 


lim 
7 一 0 rT 


u (x) = sup f: € [一 oo, +00] 


m eS Sete) <td oh 


li 
7 一 0 To 
一 点 r EQ 称 为 是 u Hj Lebesgue 点 , 如 果 


1 
lim 一 一 一 一 u(y) — u(x)| dy = 0. 
YB) baa (y) — u(x) 
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这 时 有 
u(x) = NAE a uly) dy, 
以 及 
u(x) = u+ (x) =u (zx). 
我 们 把 集合 


Sy = {x E Q | ut(z) > u` (x)} 
称 为 u 的 跳跃 集 . PERRE S, 是 一 个 可 数 可 求 长 的 集合 . 
对 于 (n — 1) 维 Hausdorf 测 度 H-t, 几乎 所 有 的 ze Su 都 可 以 定义 法 向 
mnu(Z). 然后 定义 
Diu = (ut —u-)n, H™ ls,, 
以 及 
D'u = (Du — D*u)| (Q\S,). 
参看 [AFP] pp. 187-189. 


§20.3 ”松弛 函数 


在 一 定 增长 性 的 限制 下 , 我 们 知道 泛 函 了 的 弱 序 列 下 半 连 续 性 与 Lagrange 
函数 Dt p 的 拟 凸 性 是 等 价 的 . 在 第 十 三 讲 有 一 个 Bolza 的 反例 ( 例 13.3), BI 
L(u, p) =u? + (p? — 1). 它 对 p 当然 不 是 凸 的 , IT(w) 在 W*(0,1) 上 有 极 小 化 序 
列 un UCM 0, 相应 的 泛 函 值 I(un) —> 0, 1 I(0)=1! 

然而 从 求 泛 函 极 值 的 角度 看 , 在 这 个 例子 中 , ZR 了 在 一 点 u = 0 处 的 值 并 不 
那么 重要 , 倒是 极 小 化 序列 反映 了 泛 函 可 能 达到 多 小 的 程度 . 

为 了 突现 泛 函 的 这 方面 特征 , 我 们 引入 松弛 函数 的 概念 . 

定义 20.4 Kh (X,T) 是 一 个 拓扑 空间 , f: X > R = R'U {4oo}, 称 


Rf(z) = sup{y(z) |p: X > R FEZ, oly) < fly), Yy E X} A f HRA 
数 . 


由 定义 立 得 如 下 结论 
( 若 f 是 下 半 连 续 的 , 则 Rf =f. 
证 明 事实 上 , 取 p =f, WR f < Rf. 另 一 方面 , 由 定义 Rf S f. m 


(2) Rf(z) 是 下 半 连 续 的 . 这 是 因为 下 半 连 续 函 数 族 的 上 确 界 函 数 是 下 半 连 
续 的 . 
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由 此 可 见 , f 的 松弛 函数 Rf 是 小 于 等 于 f 的 诸多 下 半 连 续 函 数 中 最 大 的 . 
(3) 设 有 下 界 的 函数 f : X 一 民有 极 小 化 序列 {xj}, 而 zo 是 {zj} 的 一 个 极 
限 点 , 则 zo 是 RF 的 极 小 点 , 而 且 Rf(zo0) = inff. 


证 明 不 妨 设 c= inf f = lim f(z;), 那么 一 方面 ， 
Rf (zo) < limRf(z;) (由 (2)) 
< limf(z;) =c (由 定义 ). 


另 一 方面 , c < f(x), vz e X， 作 为 常 值 图 数 c 是 弱 下 半 连 续 的 , 从 而 
c< Rf(x), Yx e X. 这 表明 Rf (ro) = c 并 且 zo 是 RF 的 极 小 点 . O 


定理 20.2 设 久 是 一 个 可 分 的 Banach Z MARZ. 若 有 下 界 的 函数 
f:X OR! 是 强制 的 , 则 按 * 弱 拓 扑 定义 的 松弛 函数 Rf 有 极 小 点 , 且 


min Rf = inf f. 


证 明 ff 的 极 小 化 序列 {x;} : lim f(z;) = infx f, {zx;} EX PHAR, 
从 而 有 * 弱 收 敛 子 列 zw — ro. R * 弱 拓 扑 定义 的 松弛 函数 Rf 是 * 弱 下 半 连 
续 的 , 由 性 质 (3), zo 是 Rf 的 极 小 点 ， 


min Rf = Rf (zo) = iņf f. 回 
现在 回 到 变 分 问题 . 给 定 一 个 Lagrange MAX L: R” > R! 是 连续 的 , 满足 增 


长 条 件 
colp|? < L(p) < cilpl +c2, 1<g<o. 


ENZA 
Iu) = | Lvuls) ds, we W9), 1< q< ow. 
Q 
因为 此 时 
L 弱 下 半 连 续 O LMAO LA, 
所 以 我 们 有 


RI(w) = | conv(L)(Vu(2)) dz, 


其 中 conv(L) = sup{y | p(x) < L(x), Vr € 0,9 是 凸 的 } RR LGA, 即 不 超 
过 工 的 凸 函数 的 上 确 界 . 口 
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例 20.1 (WH) i L(t,u,p) = (1 — p)? ( 见 图 20.2), 


OE f L(t, u(t), ad. 


ap 


T (1 — p°}, p| > 1, 
Lean) { fee 


CE LGE, 则 | 
RI(w) = f L(t, u(t), u(t))dt. 
-1 


图 20.2 


在 近代 变 分 学 中 有 大 量 文献 研究 给 定 泛 函 的 松弛 泛 函 的 具体 表现 形式 , 参看 
[Bu] G. Buttazzo (1989). 0 
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光学 仪器 所 成 的 像 总 有 失真 之 处 . 除了 噪音 而 外 , 仪器 本 身 也 有 点 扩散 函数 影 
响 成 像 效 果 . 

BO 是 一 个 区 域 , 真实 景 像 用 Q 上 的 函数 表示 , wv : Q cR? OR, 用 光学 仪 
器 观察 到 的 像 是 


ug(z) = Ku(z) +n(2) = | kle — y)july)dy + nla), 


其 中 K 是 光学 仪器 自身 的 点 扩散 函数 ka) 导出 的 卷 积 算 子 . 它 可 以 看 成 是 
[2(Q) 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 , 而 n 是 噪音 . 所 谓 图 像 恢复 就 是 由 已 知 us, Rit 
SEK u. 
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最 自然 的 方法 是 求解 最 小 二 乘 问题 
inf f lua — Kuļ? dz, (20.1) 
Q 


它 的 EL 方程 是 
K*ug— K*Ku=0, (20.2) 
其 中 K 是 K WHR T. 因为 K*K HRAA RH, 方程 (20.2) 一 般 来 说 是 
非 适 定 的 . 
Tikhonov 和 Arsenin 于 1977 年 提出 了 一 种 正则 化 方法 , 在 (20.1) 的 目标 泛 
函 上 添加 一 个 能 量 项 : 


Ty(u) = J E E J Vul? de, 入 > 0 为 参数 
Q Q 


这 样 做 的 好 处 是 既 能 克服 (20.2) 的 非 适 定性 , 又 能 使 解 u 变 得 光滑 . 

如 果 我 们 在 空间 HQ) 上 求 这 个 泛 函 的 极 小 值 , AEK E-L DERE 

K*u, — K* Ku+ ^u = 0, 
连同 Neumann 边 值 条 件 
a - 

On lan 
椭圆 方程 解 的 正则 性 保证 了 解 u 是 光滑 的 . 这 样 自 然 也 就 把 一 些 品 音 过 滤 掉 了 . 
但 这 种 各 向 同性 的 光滑 化 也 有 问题 , 因为 它 把 图 像 中 物体 的 边缘 也 弄 得 模糊 了 ! 

人 们 试图 用 梯度 Vu 的 L 模 取 代 LD 模 , 并 减 小 p, 以 尽量 保持 物体 的 边 
缘 . Rudin-Osher-Fatemi 提 出 用 L! 模 , 即 用 人 Yul az 取代 fo |[Vul? de. 

然而 空间 WHO) 既 不 是 自 反 的 , HARE AS lel Se oE ss lal, 在 它 上 面 难 
以 判断 谤 函 极 小 值 的 存在 性 . 

我 们 前 面 说 过 , 一 方面 BV(Q) 是 一 个 可 分 Banach 空间 的 共 罗 空间 ; 另 一 方 
H, BV 解 u 可 能 出 现 间断 , 间断 集 可 以 是 可 求 长 的 曲线 . 如 果 在 BV(Q) 空间 中 
求解 , 那么 不 但 在 存在 性 方面 有 便利 , 而 且 更 符合 保持 物体 边缘 的 要 求 . 他 们 提出 
来 的 模型 是 求 下 列 泛 函 的 极 小 点 wv: 


E(u) = sf lug — Kul? dx + à f slvul) de, (20.3) 
其 中 $ : Rt > R 是 一 个 严格 凸 的 、 单 调 不 减 函 数 , 满足 


$(0) =0 (20.4) 
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和 
de> 0,3 > 0, 使 得 cs — b < o(s) < cs +b, V s. (20.5) 
然而 在 BV 函数 空间 上 , 应 当 怎样 理解 (20.3) 式 中 的 第 二 个 积分 ? 


定理 20.3 (E. De Giorgi, L. Ambrosio, G. Buttazzo) 在 BV(Q) bE: 
$ Fa Be 


RE(u) = f ipe Kular yA | $(|Vul) da 
2 Q Q 
XG J Ge ae ae l IC, |de, (20.6) 
Su O\'Su 


其 中 
Du = Vul? + (ut — u` Jna H'|s, + Cu 
是 Lebesgue 分 解 . 参看 [Bul. 


定理 20.4 在 前 面 的 假设 下 , RH K € L(L?,L’), 且 ||K-1/ 40, Wee 
RE(u) 有 极 小 点 uo E€ BV(Q). 


证 明 只 要 证 明 RE 在 BV(Q) 上 是 强制 的 就 够 了 . 设 {uy} C BV(O) 是 RE 
的 极 小 化 序列 . 由 (20.5) 与 (20.6), 可 见 ||Du,||(Q) 是 有 界 的 , 并 且 |ua- Ku,|l2 
是 有 界 的 . 剩 下 来 证 明 |u 是 有 界 的 . 作 分 解 


Uj = Vj + W;, 


其 中 w = gy Jau da. 
按 Poincaré 不 等 式 (简单 性 质 (5)) loll < Cl|Du,||(Q), 只 需 再 证 |w,| 有 界 
MET. S ||K .1 = |K] = ko, 则 由 


lua z Kujll < M, 
可 见 
2 
rhw;| (rjw;] = 2(kollvsll2 + lluall2)) < (Kv; 一 wa 一 wm <|lua— Kusl < M. 


注意 到 已 知 lvl 是 有 界 的 , 所 以 w) 是 有 界 的 . 
利用 松弛 泛 函 RE 的 * 弱 序列 下 半 连 续 性 , 所 以 存在 极 小 点 uo EBV). o 
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